PROPOZYCJE TEMATOW NA XXXIV OSM

1. Wybrane twierdzenia geometrii sferycznej.

Definicje prostych, odcinkéw, tamanych, wielokatéw w geometrii sferycznej. Réznice i podobiefistwa pomiedzy
geometria euklidesowa a geometrig sferyczna. Rownoleglos$¢ prostych, przystawanie trdjkatow. Obliczanie obwodu i
pola wybranych figur. Twierdzenie o sumie katéw wewnetrznych w tréjkacie.

Literatura:

N. Stiepanow, Trygonometria sferyczna, PWN, Warszawa 1960.

S. Kulczycki, Geometria nieeuklidesowa, PWN, Warszawa 1960.

2. Powierzchnie stopnia drugiego.

Powierzchnie obrotowe: torus, elipsoida, hiperboloida jednopowlokowa i hiperboloida dwupowlokowa, paraboloida
eliptyczna i paraboliczna, powierzchnie prostokreslne, powierzchnie walcowe. Podziat powierzchni stopnia drugiego.
Réwnania opisujace powierzchnie stopnia drugiego. Wlasno$ci wybranych powierzchni.

Literatura:

F. Leja,, PWN, Warszawa 1977.

3. Przeksztalcenia geometryczne.

Definicja przeksztatcenia zbioru punktéw. Przeksztalcenia ptaszczyzny: przesuniecie, symetria wzgledem osi x, obrot
dokota punktu, jednoktadnos$¢. Powinowactwa i podobienstwa. Izometrie. Inwersja. Wlasnosci przeksztalcen oraz
zwiazki pomiedzy nimi.

Literatura:

F. Leja, Geometria analityczna, PWN, Warszawa 1977.

4. Krzywe przestepne.

Definicja krzywych przestepnych. Przyktady krzywych: cykloida, epicykloida, hipocykloida, ewolwenta kota, linia
fanicuchowa, spirale: Archimedesa, hiperboliczna i logarytmiczna. Wasnosci wybranych krzywych. Réwnania
krzywych w postaci parametrycznej, biegunowej i w ukla-dzie kartezjanskim.

Literatura:

F. Leja, Geometria analityczna, PWN, Warszawa 1977.

5. Liczby Catalana.

1. Na ile r6znych sposob6w mozna podzieli¢ n-kat wypukty na tréjkaty nieprzecinajacymi sie przekatnymi?

2. Mamy pomnozy¢ Xi-x2-x3-x4. Mozemy to wykona¢ na przyktad w takiej kolejnodci: (x1-x2)-(x3:x4) lub takiej:
((x1-x2)-x3)-xa lub takiej x1+((x2-x3)-x4) lub jeszcze inaczej. Dla czterech liczb tatwo wypisac te i pozostate sposoby
wyboru kolejno$ci mnozen, a ile takich sposob6w jest, gdy mnozymy n czynnikow?

3. W kolejce do kasy stoi 2n oséb, potowa z nich ma monete 5-zlotowa, a druga polowa banknot 10-zlotowy. Bilet
kosztuje 5 zlotych a poczatkowo kasa jest pusta. Na ile sposob6w mozna ustawi¢ oczekujacych w kolejce, tak aby nikt
nie musiat czeka¢ na wydanie reszty?

Te i inne problemy kombinatoryczne prowadza do liczb Catalana. Przedstaw, jak mozna je zdefiniowa¢, ile wynosza
(mozna to obliczy¢ réznymi sposobami, na przyktad z uzyciem funkcji tworzacych).

Literatura:

M. Mikotajczyk, Liczby Katalana, Matematyka, spoteczenistwo, nauczanie

http://www.msn.uph.edu.pl/smp/msn/17/6-15.pdf

http://wmii.uwm.edu.pl/~denisjuk/files/MatematykaDyskretna.pdf
Z Palka, A. Rucinski, Wykfady z kombinatoryki, WNT.

6. Zastosowanie teorii grup w zliczaniu obiektow kombinatorycznych.

Wierzchotki kwadratu (pieciokata foremnego, szeSciokata foremnego,... szescianu, ...) malujemy kazdy na jeden z
dwdch (trzech, czterech, ..., n) dostepnych koloréw. Ile jest r6znych pokolorowan? Kwadratem mozna obraca¢ i mozna
(lub nie) odwracac¢ go na druga strone. Dlatego, na przyklad, jest tylko jedno takie pokolorowanie, Ze jeden wierzchotek
ma kolor zielony a trzy pozostate kolor czerwony. Do rozwazenia takich zagadnien przydaja sie pojecia z algebry, na
przyktad dzialanie grupy na zbiorze, indeks cyklowy, orbity, Lemat Burnside'a, Twierdzenie Polya.

Literatura:

Palka, Rucinski, Wyktady z kombinatoryki, WNT.

Klin, Poschel, Rosenbaum, Algebra stosowana dla matematykéw i informatykéw.

http://www.msn.uph.edu.pl/smp/msn/38/02-11.pdf
http://wazniak. mimuw.edu.pl Matematyka dyskretna 2, wyk}ad 5.


http://www.msn.uph.edu.pl/smp/msn/17/6-15.pdf
http://wazniak.mimuw.edu.pl/
http://www.msn.uph.edu.pl/smp/msn/38/02-11.pdf
http://wmii.uwm.edu.pl/~denisjuk/files/MatematykaDyskretna.pdf

7. Krzywe nieskonczonej dlugosci.

Jedna z krzywych nieskoniczonej dlugosci jest prosta - ciagnie sie ona w nieskoniczono$¢ w dwie strony. Podobnie
parabola. Latwo jednak skonstruowa¢ krzywa nieskoriczonej dlugosci, ktéra jest zawarta w maltym obszarze.
Przykladowo tatwo sprawdzié, ze krzywa Kocha ma nieskoniczong dhugo$¢. Trudniej moze by¢ z rozmaitymi spiralami.
Innymi ciekawymi przykladami sa krzywe wypelniajace kwadrat (najpierw zaskakuje nas, ze one w ogole istnieja, a
potem ze ich konstrukcje musza by¢ az tak skomplikowane). Jeszcze inne krzywe to te, z ktérych utkane sa np. tréjkat
Sierpinskiego albo dywan Sierpinskiego.

Literatura:

1. K. Falconer, Fractal Geometry, John Willey\& Sons Ltd, New York.

2. F. Leja, Rachunek rézniczkowy i catkowy, PWN, Warszawa.

3. H.-O. Peitgen, H. Jiirgens, D. Saupe, Fractals for the Classroom, Springer Science+Business Media LL.C, New York.
4. H.-O. Peitgen, H. Jiirgens, D. Saupe, Granice chaosu, fraktale, PWN, Warszawa.

8. Logarytmy.

Po co kto$ wymyslit logarytmy? Jaki maja z tym zwiazek tablice matematyczne i suwak logarytmiczny? Dzis juz o tych
dawnych narzedziach zapomnieliémy, moze zatem powinnisSmy zapomnie¢ tez o logarytmach, bo do niczego nam sie
juz nie przydaja?

Literatura:

1. M. Kordos, Wyktady z historii matematyki, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1994.

2. G. Strang, Calculus, Wellesley-Cambridge Press, Massachusetts.

3. G. Tewani, Logarithm and its Applications, Cengage Learning, New Delhi.

9. Metryki nie tylko w R"

Istnieje wiele znanych metryk w przestrzeni R". Metryki mozna tez definiowa¢ na innych przestrzeniach. Jednym z
ciekawszych przyktadéw jest metryka Hausdorffa zdefiniowana na przestrzeni zbioréw zwartych (fatwo zauwazy¢, ze
metryki tej nie mozemy zdefiniowac jako zwyktej odleglo$ci miedzy zbiorami).

Literatura:

M. F. Barnsley, Fractals everywhere, Academic Press, New York 1988.

G. Edgar, Measure, topology, and fractal geometry, Springer, New York 2008 .

H., J. Musielakowie, Analiza matematyczna, t.1, Wyd. Naukowe UAM, Poznan 2004.

10. Zasada szufladkowa Dirichleta

Zasada szufladkowa Dirichleta ma bardzo prosta wypowiedz:

Jezeli rozmie$cimy n przedmiotéw w m szufladach, przy czym n>m, wéwczas w pewnej szufladzie znajda sie co
najmniej 2 przedmioty. To nieskomplikowane twierdzenie moze sta¢ sie narzedziem do rozwigzywania nielatwych, ale
ciekawych zadan, na przyklad takich:

a) Wykaz, ze dla dowolnych 52 liczb catkowitych istnieja dwie rézne liczby, ktérych suma lub réznica jest podzielna
przez 100.

b) Wykaz, ze w dowolnej grupie ludzi sa dwie osoby, ktére maja w tej grupie jednakowe liczby znajomych.

Zadaniem ucznia jest pokazanie jak zastosowa¢ zasade szufladkowa Dirichleta do rozwigzywania zadan. Pierwsza
pozycja w literaturze jest zestawem zadan, ktére moga stanowi¢ punkt wyjscia do opracowania tematu. Mozna takze
opracowac rézne wersje tej zasady lub jej uogélnienie, ktérym jest zasada podzialowa. Rozwijanie tego tematu w
kierunku twierdzenia Ramseya nie jest wskazane.

Literatura:

1. http://www.math.us.edu.pl/rkawa/?Strona g%B3%F3wna:Zasada szufladkowa Dirichleta

2. Matematyka dyskretna, Wright, Ross.

3. Matematyka Dyskretna, Szepietowski.

4. Introductory Combinatorics Brualdi, Richard.

11. Algorytmy sortowania.

Mateamatycy i informatycy czesto postuguja sie réznymi algorytmami sortowania. Wéréd nich mamy sortowanie
babelkowe, przez wstawianie, kubetkowe, szybkie. Opisz kilka ze znanych algorytméw sortowania. Wybierz najlepszy
z opisanych przez siebie i ten, ktéry pracuje najwolniej.

Czy rodzaj danych wejsciowych ma wplyw na szybkos¢ sortowania? Mozesz dolaczy¢ do pracy program komputerowy,
napisany w dowolnym jezyku programowania.

Literatura:

Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford Stein: Wprowadzenie do algorytméw, WNT, 2007.


http://www.math.us.edu.pl/rkawa/?Strona_g%B3%F3wna:Zasada_szufladkowa_Dirichleta

12. Czy Telimena lubi Zosie?

Zosia lubi Tadeusza, a Tadeusz Zosie. Czy z tego, ze Telimena przepada za Tadeuszem, a Tadeusz za Zosia wynika, ze
Telimena lubi Zosie? Spéjrz na to oczami matematyka. Poznaj pojecie relacji. Co maja wspdélnego relacje z funkcjami?
Co to sa relacje zwrotne, przechodnie, symetryczne? Podaj ich przyktady i zastosowania w matematyce.

Literatura:

H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspoétczesnej, PWN, Warszawa 2009.

13. Geometryczne niero6wnosci.

Z dowodami nieréwnosci spotykamy sie regularnie. Niektére dowodzi sie

wykorzystujac wzory skréconego mnozenia, inne uzywajac nieréwnosci dla

Srednich. Jednak wiele nier6wno$ci mozna wykaza¢ stosujac metody geometryczne.

Literatura (przyktadowa):

[1] L. Kourliandtchik, Wedréwki po krainie nieréwnosci, Wydawnictwo Aksjomat, Torun 2006.
[2] Artykuly w miesieczniku_Delta.

[3] Zadania z Olimpiad Matematycznych.

14. Optyka w ujeciu geometrycznym.

Oczu uzywamy caly czas. Niektorzy z nas maja jednak wade wzroku i nosza okulary, czyli uzywaja soczewek. Jak one
dziataja? Praca mogtaby polega¢ na matematycznym opisie dzialania soczewek (pamietajac, Ze r6zne soczewki
wykorzystywane sa w korekcji krotko- i dalekowzrocznosci, a inne w przypadku np. astygmatyzmu). Moglaby zawiera¢
réwniez opis dziatania oka. W jaki sposéb dziata geometria oka? Jakie przeksztatcenia geometryczne opisujg dziatanie
soczewek?

Literatura:

[1] E. Hecht, Optyka, PWN, Warszawa 2012.

[2] Franciszek Leja, Geometria analityczna, PWN, Warszawa 1977.

15. Kolorowanki matematyczne.

Kolorowanie nie zawsze jest takim prostym zadaniem jak mogloby sie wydawac.

Kiedy matematyk koloruje wierzchotki grafu, czyni starania, by te, ktére sa potaczone krawedzia miaty r6zne kolory.
Prébuje tez wykorzysta¢ mozliwie najmniejsza liczbe koloréow.

Jesli chcesz, mozesz kolorowa¢ krawedzie zamiast wierzchotkow. Wtedy stosujemy takq zasade, ze dwie krawedzie o
wspdélnym wierzchotku nie moga mie¢ tego samego koloru. Réwniez w tym przypadku zalezy nam na wykorzystaniu
minimalnej liczby koloréw. Mozna tez rozwazac kolorowanie $cian grafu ptaskiego, albo kolorowanie obszar6w mapy.
Wybierz swoj sposéb kolorowania grafu. W jakich przypadkach wystarcza Ci tylko 2 albo 3 kolory? Moze 3 kolory to
za mato?

Literatura:

Appel K., Haken W., Zagadnienie czterech barw, Matematyka Wspoélczesna Dwanascie Esejéw. Red. Steen L.A.,
WNT, Warszawa 1983.

Kurlyanchik L., Impresje matematyczne tom I, Torun: Aksjomat, 2013, rozdz. 6.3.

Opyre O., Wstep do Teorii Graféw, PWN, Warszawa 1966, rozdz. 9.

Wilson R.J., Wprowadzenie do teorii graféw, wyd.2. PWN, Warszawa 2000, rozdz. 6.

16. Klamstwa, wierutne klamstwa, STATYSTYKA.

Celem pracy jest uzasadnienie (a moze obalenie?) powyzszego stwierdzenia. Autor(ka) pracy moze sprobowac
odpowiedzie¢ na pytania dlaczego rézne opracowania tego samego zbioru danych moga prowadzi¢ do réznych
wnioskow, skad wynikaja réznice i czy mozna stwierdzié, ktére wnioski s zgodne z rzeczywistoscia. Praca na

ten temat moze zawiera¢ opracowanie samodzielnie wybranych zagadnienn metodami statystycznymi i wyciagniecie na
ich podstawie wnioskéw. Dane moga dotyczy¢ np. medycyny, finanséw, meteorologii czy tez zupelie innych
przyktadéw z wlasnego podworka. Wazne, aby w kazdym przypadku poda¢ zrédto danych i oméwi¢ metode stosowana
w ich opracowaniu.

Literatura:
[1] C. Radhakrishna Rao, Statystyka i prawda, PWN, 1994.
[2] Wybrane artykuty i opracowania, a takze dalsza literatura dostepne np. na stronie firmy StatSoft

http://www.statsoft.pl/

17. Liczby Ramseya.

Rozwazmy dowolny ciag niezerowych liczb naturalnych n,...,n. Twierdzenie Ramseya mowi, ze
istnieje liczba n o tej wlasnosci, ze dla kazdego zbioru X mocy co najmniej n takiego, Ze jego
podzbiory dwuelementowe podzielono na k roztacznych podzbioréw As,..., A. istnieje wskaznik


http://www.statsoft.pl/

i ze zbioru {1,...,k} oraz podzbiér Y zbioru X mocy co najmniej ni o tej wlasnosci, ze wszystkie

podzbiory dwuelementowe zbioru Y znajduja sie dokladnie w segmencie Ai. Najmniejsza takq liczbe n nazywamy
liczba Ramseya i oznaczamy symbolem R(ny,...,nx ). Wyznaczanie liczb Ramseya nastrecza matematykom wielu
trudnosci. Aby oddac ich skale warto przytoczy¢ anegdote, ktéra zwykt opowiada¢ Paul Erdés — najwiekszy autorytet w
dziedzinie teorii Ramseya:

Wyobrazmy sobie, Ze wrogo nastawiona i znacznie potezniejsza militarnie obca cywilizacja napada

na Ziemie i zada od ludzi wyznaczenia doktadnej wartosci liczby R(5), gdyz w przeciwnym razie

zniszczy planete. Co powinni$my zrobié¢, aby nie dopusci¢ do zagtady? Powinnismy zmobilizowac

wszystkich matematykdéw, informatykéw i programistéw, zaprogramowac wszystkie komputery na

Swiecie i sprébowac znalez¢ zadang wartos$¢. A co, jesli kosmici zazadaja wyznaczenia liczby R(6)?

Wéwczas powinnismy sprobowac... zniszczy¢ najezdzcow.

Sprébuj opisac $wiat liczb Ramseya i znalez¢ ich zastosowania w teorii graféw, teorii mnogosci,

algebrze i geometrii.

Literatura:

1. M. Kubale, Optymalizacja dyskretna. Modele i metody kolorowania graféw, WNT, 2002.

2. W. Lipski, W. Marek, Analiza kombinatoryczna, PWN, 1986.

3. Wilson R.J., Wprowadzenie do teorii graféw, PWN,1998.

18. Ciaglos¢ w topologii.

Ciagte funkcje rzeczywiste (o dziedzienie rownej calej prostej lub przedziatowi) wielu postrzega
jako takie, ktérych wykresy ,,mozna narysowac bez odrywania reki”. Rozumowanie takie
prowadzi¢ moze jednak do nieporozumien w przypadkach, gdyby regule te stosowa¢ takze do
podzbioréw prostych niebedacych przedziatami, a przyktadowo podzbiorami dyskretnymi.
Topologiczna ciaglos¢ funkcji oznacza otwarto$¢ wszystkich przeciobrazéw zbioréw otwarych.
Wymaga zatem struktury topologicznej, czyli okre$lenia, co rozumie sie przez zbiory otwarte

i domkniete. Cho¢ na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze identyczno$¢ (takze jako funkcja
rzeczywista) zawsze powinna by¢ ciagla, w istocie moze sie taka nie okaza¢. Przyjmujac
przykladowo, zZe w dziedzinie rzeczywistej otwarte sa wszystkie zbiory zawierajace liczbe zero oraz
zbior pusty, a w przeciwdziedzinie wszystkie zbiory zawierajace liczbe Eulera oraz zbiér pusty,
natychmiast dochodzimy do wniosku, ze identycznos¢ nie jest funkcja ciagla w przeciwienstwie do
funkcji, ktérej wykres powstaje z wykresu identycznosci po przesunieciu o wektor [0,e], czyli o
jedna liczbe Eulera w gére. Wowczas bowiem przeciwobraz kazdego zbioru zawierajacego liczbe
Eulera, bedzie zawierat liczbe zero.

Sprébuj zbadaé ciaglos¢ wybranych rzeczywistych (i nie tylko) funkcji wobec réznych struktur
topologicznych na prostej. Czy istnieja funkcje ciagle niezaleznie od wybranej topologii w dziedzinie, badz
przeciwdziedzinie? Jakie wlasnosci moga zachowywac funkcje ciagle okreslone na

przestrzeniach topologicznych?

Literatura:

1. R. Engelking, Topologia Ogdlna, PWN, 2012.

2. S. Werenski, Topologia, Wydawnictwo UTH w Radomiu, 2008.

3. W. Regel, 71 zadan o przestrzeniach metrycznych i topologicznych z petnymi rozwiqzaniami krok po kroku,
Biblioteczka Opracowan Matematycznych, 2012.



