Propozycje zagadnier na XXXIII Ogoélnoposki Sejmik Matematykow

. Powierzchnie stopnia drugiego

Powierzchnie obrotowe: torus, elipsoida, hiperboloida jednopowlokowa i hiperboloida dwupowlokowa, paraboloida elipty-
czna i paraboliczna, powierzchnie prostokresine, powierzchnie walcowe. Podzial powierzchni stopnia drugiego. Réwnania
opisujgce powierzchnie stopnia drugiego. Wlasnosci wybranych powierzchni.

Literatura: Franciszek Leja, GEOMETRIA ANALITYCZNA, Warszawa, PWN 1977.

. Przeksztalcenia geometryczne

Definicja przeksztalcenia zbioru punktéw. Przeksztalcenia plaszczyzny: przesuniecie, symetria wzgledem osi OX, obrét
dokota punktu, jednokadnosé. Powinowactwa i podobienistwa. Izometrie. Inwersja. Wlasnosci przeksztalcer oraz zwigzki
pomiedzy nimi.

Literatura: Franciszek Leja, GEOMETRIA ANALITYCZNA, Warszawa, PWN 1977.

. Krzywe algebraiczne wyzszych stopni

Definicja krzywych algebraicznych wyzszych stopni. Przyklady krzywych: cysoida Dioklesa, strofoida, 1i§¢ Kartezjusza,
parabola Neila, konchoida Nikomedesa, §limak Pascala, lemniskata Bernoulliego, rozeta czterolistna. Wlasnosci wybranych
krzywych.

Literatura: Franciszek Leja, GEOMETRIA ANALITYCZNA, Warszawa, PWN 1977.

. Krzywe przestepne

Definicja krzywych przestepnych. Przyktady krzywych: cykloida, epicykloida, hipocykloida, ewolwenta kota, linia taricu-
chowa, spirale: Archimedesa, hiperboliczna i logarytmiczna. Wlasnosci wybranych krzywych. Réwnania krzywych w
postaci parametrycznej, biegunowej i w uktadzie kartezjariskim.

Literatura: Franciszek Leja, GEOMETRIA ANALITYCZNA, Warszawa, PWN 1977.

. Wybrane twierdzenia geometrii sferycznej

Definicje prostych, odcinkéw, tamanych, wielokatéw w geometrii sferycznej. Réznice i podobiefistwa pomiedzy geometrig
euklidesowa a geometria sferyczng. Réwnoleglo$¢ prostych, przystawanie tréjkatéw. Obliczanie obwodu i pola wybranych
figur. Twierdzenie o sumie katéw wewnetrznych w tréjkacie

Literatura: N. Stiepanow, TRYGONOMETRIA SFERYCZNA, PWN, Warszawa 1960.

. Dowody twierdzen wykorzystujace przystawanie tréjkatéw i podobienistwo tréjkatow

Cechy przystawania tréjkatow, cechy podobienistwa tréjkatow. Przyktadowe twierdzenia, w dowodach ktérych wykorzys-
tuje sie przystawanie lub podobiefistwo tréjkatéw: Jesli w tréjkacie dwa boki sa réwne, to przeciwlegle katy sa réwne.
Odcinki wyznaczone na prostych réwnoleglych przez dwie proste réwnolegle sa réwne. Symetralna odcinka jest miejscem
geometrycznym punktéw réwnoodleglych od obu koricéw tego odcinka. Dwusieczna kata jest miejscem geometrycznym
punktéw réwnoodleglych od obu ramion tego kata. Odcinek faczacy srodki dwdéch bokéw tréjkata jest réownolegly do
trzeciego boku tego tréjkata i jest rowny jego polowie. Srodkowe trzech bokéw tréjkata dzielg sie wzajemnie w stosunku
1: 2. W tréjkacie prostokatnym wysokosé opuszczona z wierzcholka kata prostego na przeciwprostokatna dzieli jg na dwie
czesci w taki sposéb, ze jest dla tych czesci Srednig geometryczng. Jezeli cieciwy okregu przecinajg sie w punkcie lezacym
wewnatrz okregu, to iloczyn dtugosci odcinkéw kazdej cieciwy, zawartych pomiedzy tym punktem i punktami przeciecia
z okregiem, jest staly. JeZzeli sieczne przecinajg sie w punkcie lezagcym na zewnatrz okregu, to iloczyn diugosci odcinkéw
kazdej siecznej zawartych pomiedzy tym punktem i punktami przeciecia z okregiem jest staly i rowny kwadratowi odcinka
stycznej.

Literatura: Podreczniki szkolne.

. Jak rozpoznaé liczby pierwsze

Liczby pierwsze sa wazne. Zasadnicze twierdzenie arytmetyki méwi, ze kazda liczba naturalna wieksza od 1 jest iloczynem
liczb pierwszych i to tylko na jeden sposéb. Ale w jaki sposéb odréznié liczbe pierwsza od pozostatych? Ile jest liczb
pierwszych? Tematem pracy moga by¢ algorytmy sprawdzajace pierwszos¢ liczb naturalnych (testy pierwszosci), ale takze
rézne sposoby opisu (wzory) liczb pierwszych.

Literatura: P. Ribenboim, Mata ksiEGA wWIELKICH LicZB PiERWszYCH, WNT, Warszawa 1997.

. Réwnania opisujace Swiat

Nauka prébuje od wiekéw opisywac zjawiska zachodzace w $wiecie. Fizycy do swojego opisu potrzebujg matematyki.
Celem pracy moze by¢ préba uzasadnienia lub wyprowadzenia podstawowych réwnan fizyki matematycznej (np. réw-
nanie oscylatora harmonicznego, réwnanie ciepla, struny, Laplace’a) oraz préba ich rozwigzania.

Literatura; »
1. E. Kacki, ROWNANIA ROZNICZKOWE CZASTKOWE W ZAGADNIENIACH FIzYKI I TECHNIKI, WNT, Warszawa 1989.

2. S.K. Godunow, RGWNANIA Fizyki MATEMATYCZNE], WNT, Warszawa 1975.
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Sofizmaty matematyczne

Zadaniem ucznia podejmujgcego sie opracowania tego tematu jest znalezienie bledu w powyzszym rozumowaniu, wyttu-
maczenie jego przyczyny i poprawienie. Ponadto praca powinna zawieraé szeroki wachlarz sofizmatéw réznych rodzajow:
sytuacyjnych (jak wyzej), algebraicznych i geometrycznych, wraz z ich oméwieniem i wskazaniem wystepujacych w nich
bledéw.

Literatura:
1. Z. Bobiriski, SOFIzMATY MATEMATYCZNE. O PODZIALE ODCINKA NA ROWNE CZESCIL. JAK ZNALEZE PUNKTY W NIESKOKNCZONOSCI ?
Wydawnictwo Aksjomat, 2008.

2. S.Jelenski, LiLavati, Wydawnictwo PZWS, 1968.

3. W.N. Lange, FizYcZNE PARADOKSY, SOFIZMATY I ZAJMUJACE ZADANIA, Parfistwowe Zaklady Wydawnictw Szkolnych, 1966.

Algorytmy rekurencyjne - wady i zalety

Algorytm iteracyjny obliczajacy n! polega na wykonaniu mnozenia w kazdym kroku petli. W algorytmie rekurencyjnym
mnozymy n przez (n — 1) !, czyli schodzimy o krok nizej. W tym przypadku oba algorytmy beda miaty podobng efekty-
wnoé¢ i nie ma wielkiego znaczenia ktéry z nich zastosujemy. Pytanie, kiedy trudno bytoby sobie poradzi¢ bez zastosowania
rekurengji? Z drugiej strony, kiedy moze by¢ ona zagrozeniem (np. dla ztozonosci algorytmu)?

Literatura:
1. A.V. Aho, ].E. Hopcroft, ].D. Ullman, PROJEKTOWANIE I ANALIZA ALGORYTMOW KOMPUTEROWYCH, PWN, Warszawa 1983.

2. T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, WprRowaDZENIE DO ALGORYTMOW, WN'T, Warszawa 1997.

3. N. Wirth, ALGORYTMY + STRUKTURY DANYCH = PROGRAMY, WNT, Warszawa 1980.

Lamigléwki i zagadki

Czy mozna w dziesieciu rzedach posadzi¢ dziesie¢ drzew tak, by w kazdym rzedzie rosly dokladnie trzy drzewa? Rozwigzanie

tej zagadki mozna znalez¢é w pierwszej z podanych pozycji literatury. W pracy powinny sie znalez¢ pozornie nieskomp-

likowane zagadki, do ktérych odgadniecia stosuje sie¢ zaawansowane twierdzenia matematyczne.

Literatura:

1. K. Ciesielski, Z. Pogoda, DiaMENTY MATEMATYKI, Pruszynski i S-ka, 1997 .
2. H. Doerie, 100 GREAT PROBLEMS OF ELEMENTARY MATHEMATICS, Dover Publications, New York 1965.

3. W. Schwarz, 40 PUZZLESAND PROBLEMS IN PROBABLITY AND MATHEMATICAL STATISTICS, Springer, Potsdam 2008.

Metryki nie tylko w R™
Istnieje wiele znanych metryk w przestrzeni R". Metryki mozna tez definiowaé na innych przestrzeniach. Jednym z
ciekawszych przyklad6éw jest metryka Hausdorffa zdefiniowana na przestrzeni zbioréw zwartych (fatwo zauwazy¢, ze me-

tryki tej nie mozemy zdefiniowac jako zwyklej odlegtosci miedzy zbiorami).

Literatura:
1. M. F. Barnsley, Fractals everywhere, Academic Press, New York 1988.

2. G. Edgar, Measure, topology, and fractal geometry, Springer, New York 2008 .
3. H., J. Musielakowie, Analiza matematyczna, tom 1, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznar 2004.

Matematyka zakorzeniona w filozofii

Rozwéj wielu dziedzin matematyki ma swoje poczatki w filozofii. Przyktadem jest logika matematyczna, ktéra zaistniata
na przefomie XIX i XX wieku, ale czerpie z nauki, ktéra od starozytnosci byta domeng filozoféw. Szereg poje¢, ktérymi
zajmowali si¢ filozofowie bylo pézniej badanych przez matematykéw. Szczegélne interesowanie budza paradoksy czy tez
trudne do uchwycenia przez ludzki umyst pojecie nieskoriczonosci. Poszukaj problemu (probleméw), ktére byly rozwazane

przez filozoféw. Opisz i wyjasnij dany problem przy pomocy matematyki.

Literatura:
1. W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykrapy ze WsTtepu Do MaTEMaTYKI, PWN, Warszawa 2005.

2. J. Mioduszewski, CIAGLOSC — szKICE z HISTORII MATEMATYKI, WSiP, Warszawa 1996. - Paradoks Russela,
3. W. Dunham, MATEMATYCZNY WSZECHSWIAT, str. 266-279, Zysk i S-ka, 1994.

4. Dennis Wildfogel, How BIG 1s INFINITY ? (https://www.youtube.com/watch?v=UPA3bwVVzGI)
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Liczby pseudopierwsze

Liczby pseudopierwsze to liczby naturalne, ktére spetniajg niektére wlasnosci charakteryzujgce liczby pierwsze, ale same
nie sg liczbami pierwszymi. Praca mogtaby zawiera¢ pewne wtasnosci tych liczb lub opis kategorii tych liczb lub ich zas-
tosowania lub algorytmy generujace te liczby.

Literatura: N. Koblitz, WYKLAD z TEORI LICZB I KRYPTOGRAFII, WNT, 2006.

Rozmieszczanie przedmioté6w w pudetkach

Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ przedmioty w pudeltkach jesli mozliwe sg rézne sytuacje: przedmioty sa rozréznialne
lub nie oraz pudetka sg rozréznialne lub nie. Dodatkowo mozemy postawi¢ rézne zalozenia o zawartosci pudetek - mogg
zawiera¢ dowolng ilo$¢ przedmiotéw lub co najwyzej jeden przedmiot. Przedstaw rozwigzania przedstawionych sytuacji
wraz z opisem obiektéw kombinatorycznych otrzymanych w wyniku rozwigzan.

Literatura:
1. Zbigniew Palka, Andrzej Rucifiski, WykraDY z komBINATORYKI, WNT, 2004.

2. Victor Bryant, AspEkTY KOMBINATORYKI, WNT, 2007.

Matematyka kontra fizyka - Izaak Newton

O Izaaku Newtonie méwi si¢ gtéwnie na lekcjach fizyki. Byl profesorem fizyki i matematyki na Uniwersytecie w Cam-
bridge. Uczniowie klas II szkét ponadgimnazjalnych ucza sie jak rozwigzaé réwnania wielomianowe. Poszukaj informacji
o metodzie opracowanej przez Newtona zwanej metoda stycznych. Opisz ja i podaj przyktady jej zastosowania.

Literatura:
1. Maria Kosiorowska, Tadeusz Stanisz, METODY NUMERYCZNE,

2. Krakéw, Wydaw. Akademii Ekonomicznej, 2004

Czy Telimena lubi Zosie¢?

Zosia lubi Tadeusza, a Tadeusz Zosie. Czy z tego, ze Telimena przepada za Tadeuszem, a Tadeusz za Zosig wynika, ze
Telimena lubi Zosie? Spéjrz na to oczami matematyka Poznaj pojecie relacji. Co maja wspélnego relacje z funkcjami? Co to
sa relacje zwrotne, przechodnie, symetryczne? Podaj ich przyktady i zastosowania w matematyce.

Literatura:

Rasiowa, Helena. WSsTEP DO MATEMATYKI wsPOrCZESNE], Warszawa, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2009

Liczby Ramseya

Rozwazmy dowolny cigg niezerowych liczb naturalnych ng,...,ny . Twierdzenie Ramseya méwi, ze istnieje liczba n o
tej wlasnosci, ze dla kazdego zbioru X mocy co najmniej n takiego, ze jego podzbiory dwuelementowe podzielono na k
roztagcznych podzbioréw Aq, ..., Ax . istnieje wskaznik i ze zbioru {1, ..., k} oraz podzbidr Y zbioru X mocy co najmniej nio
tej wlasnosci, ze wszystkie podzbiory dwuelementowe zbioru Y znajduja sie dokladnie w segmencie A; . Najmniejszg takq
liczbe n nazywamy liczbg Ramseya i oznaczamy symbolem R (ny, ..., k). Wyznaczanie liczb Ramseya nastrecza matem-
atykom wielu trudnoéci. Aby odda¢ ich skale warto przytoczy¢ anegdote, ktérg zwykt opowiadaé Paul Erdés — najwiekszy
autorytet w dziedzinie teorii Ramseya: Wyobrazmy sobie, ze wrogo nastawiona i znacznie potezniejsza militarnie obca cy-
wilizacja napada na Ziemie i zagda od ludzi wyznaczenia doktadnej wartosci liczby R (5), gdyz w przeciwnym razie zniszczy
planete. Co powinni$my zrobi¢, aby nie dopusci¢ do zaglady? Powinni§my zmobilizowaé wszystkich matematykéw, infor-
matykéw i programistéw, zaprogramowac wszystkie komputery na Swiecie i sprébowac znalez¢ zagdang wartos$é. A co, jesli
kosmici zazadaja wyznaczenia liczby R (6)? Wéwczas powinni$my sprébowac ... zniszczyé najezdzcéw. Sprébuj opisaé
$wiat liczb Ramseya i znalez¢ ich zastosowania w teorii graféw, teorii mnogosci, algebrze i geometrii.

Literatura:
1. M. Kubale, OPTYMALIZACJA DYSKRETNA. MODELE I METODY KOLOROWANIA GRAFOW, WNT, 2002

2. W. Lipski, W. Marek, ANALIzA kOMBINATORYCZNA, PWN, 1986
3. Wilson R.J., WPROWADZENIE DO TEORII GRAFOW, PWN,1998

Ciaglosé w topologii

Ciagte funkcje rzeczywiste (o dziedzienie réwnej calej prostej lub przedzialowi) wielu postrzega jako takie, ktérych wykresy
,mozna narysowac bez odrywania reki”. Rozumowanie takie prowadzi¢ moze jednak do nieporozumierr w przypadkach,
gdyby regute te stosowac takze do podzbioréw prostych niebedacych przedziatami, a przykladowo podzbiorami dyskret-
nymi. Topologiczna ciggloéé funkcji oznacza otwarto$é wszystkich przeciobrazéw zbioréw otwarych. Wymaga zatem struk-
tury topologicznej, czyli okreélenia, co rozumie si¢ przez zbiory otwarte i domkniete. Cho¢ na pierwszy rzut oka wydaje
sie, ze identycznos¢ (takze jako funkcja rzeczywista) zawsze powinna by¢ ciggta, w istocie moze sie taka nie okazaé. Przyj-
mujac przykladowo, ze w dziedzinie rzeczywistej otwarte sg wszystkie zbiory zawierajace liczbe zero oraz zbidr pusty, a
w przeciwdziedzinie wszystkie zbiory zawierajace liczbe Eulera oraz zbiér pusty, natychmiast dochodzimy do wniosku, ze
identyczno$¢ nie jest funkcjq ciggla w przeciwienistwie do funkgji, ktérej wykres powstaje z wykresu identycznosci po prze-
sunieciu o wektor [0,e], czyli o jedng liczbe Eulera w gére. Wéwczas bowiem przeciwobraz kazdego zbioru zawierajacego
liczbe Eulera, bedzie zawierat liczbe zero. Sprébuj zbadaé cigglosé wybranych rzeczywistych (i nie tylko) funkcji wobec
réznych struktur topologicznych na prostej. Czy istniejg funkgje ciggle niezaleznie od wybranej topologii w dziedzinie,
badz przeciwdziedzinie? Jakie wlasnoéci moga zachowywac funkgcje ciggte okreslone na przestrzeniach topologicznych?
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Literatura:
1. R. Engelking, ToroLocia OcéLna, PWN, 2012

2. S. Wererniski, ToroLocia, Wydawnictwo UTH w Radomiu, 2008

3. W. Regel, zBIOR ZADAN O PRZESTRZENIACH METRYCZNYCH I TOPOLOGICZNYCH Z PELNYMI ROZWIAZANIAMI KROK PO KROKU,
Biblioteczka Opracowan Matematycznych, 2012

Prawie poprawne ,,dowody" stynnych hipotez

W matematyce jest sporo nierozwigzanych do tej pory probleméw, a zrozumienie wiekszosci z nich wymaga dosy¢ duzej
wiedzy spoza zakresu szkolnej matematyki. Jest jednak kilka otwartych probleméw, ktérych sformutowanie bedzie jasne
nawet dla ucznia gimnazjum. Naleza do nich min. hipoteza Goldbacha, méwiaca o tym, ze kazda liczba parzysta wiek-
sza od 2 jest suma dwoch liczb pierwszych, a takze hipoteza Collatza, znana tez jako problem 3n + 1, zakladajaca, ze jesli
wezmiemy dowolng liczbe naturalng n, podzielimy jg przez 2 w przypadku gdy jest parzysta lub zastapimy przez 3n+1w
przypadku gdy jest nieparzysta, dla uzyskanego wyniku ta procedure bedziemy powtarza¢, to w koricu osiggniemy liczbe 1.
Wielu matematykéw prébowato rozwigzaé ktorys z tych dwéch probleméw, jednak jak dotad nikt nie podat poprawnego
dowodu. Zawsze w rozumowaniach pojawiala sie luka. Wiekszos¢ powaznych atakéw na te hipotezy wykorzystuje za-
awansowang aparature matematyczng, jednak ze wzgledu na ich elementarne sformutowania mozna odnie$¢ wrazenie, ze
réwniez ich dowdéd moze by¢ krétki i prosty. W zwigzku z tym zdarza sie, ze swoich sil na tym polu prébuja nawet osoby
bez wyksztalcenia matematycznego. W Internecie krazy duzo takich elementarnych ,,dowodéw", jednak najprawdopodob-
niej w kazdym z nich jest jaka$ usterka. Mozna nawet znalez¢ (np. na arXiv.org) krétkg prace, w ktérej autor uzasadnia, ze
dowéd hipotezy Collatza, gdyby istniat, musialby mie¢ nieskoriczong diugosé, a wiec hipotezy tej nikt nigdy nie udowodni.
Cel pracy sejmikowej na ten temat to wybranie jednej z hipotez, znalezienie przy pomocy wyszukiwarki internetowej jed-
nego lub kilku jej elementarnych ,,dowodéw" i przeprowadzenie ich analizy eksponujgcej pomyst autora na atak problemu
oraz jasno wskazujacy luki w dowodzie. Mozliwe tez jest, ze badane rozumowanie po pewnych modyfikacjach stanie sie
catkowicie poprawnym dowodem, ale innego, stabszego twierdzenia.

Literatura:
1. http://pl.wikipedia.org/wiki/Problem Collatza

2. http://www.matematyka.pl/137128 . htm

3. http://occampress.com/

Wokét nieré6wnosci Shapiro

Okazuje sie, ze dla n < 14 nieré6wnoé¢ ta jest prawdziwa. Jest ona takze prawdziwa dla n = 15,17, 19, 21, 23, ale nie jest
ona prawdziwa dla n = 14, 16, 18,20, 22 i dla n > 23. Vladimir Drinfeld (laureat medalu Fieldsa z 1990 roku) udowodnit,
ze dla wszystkich n naturalnych zachodzi stabsza wersja nier6wnosci. W pracy mogtyby sie znalez¢ dowody szczegdlnych
przypadkéw nieréwnosci Shapiro, przyklady zastosowarn oraz ewentualne modyfikacje i uogélnienia wyjsciowego prob-
lemu.

Literatura:

1. J. GoOrnicki, OxrucHy MATEMATYKI, PWN, Warszawa 1995.
2. D.S. Mitrinovié¢, ELEMENTARNE NIEROWNOScI, PWN, Warszawa 1972.

3. H. Lee, Torics IN INEQUALITIES - THEOREMS AND TECHNIQUES
(http://www.math.rochester.edu/people/faculty/dangeba/tin2006new.pdf)

4. TJ. Mildorf, OLymriap INEQuALITIES, (http://artofproblemsolving.com/articles)

5. K. Kedlaya, A < B (A 1s LEss THAN B), (http://artofproblemsolving.com/articles)
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