PROPOZVCJE ZAGADNIEN

na
XXXI OGOLNOPOLSKI SEJMIK MATEMATYKOW

1. Z matematyka na wakacje

Zwiedzajac miasta, czy przemierzajac szlaki zastanawiamy sie jaka wybraé trase aby zobaczyé
duzo i nie wracaé¢ do tych samych miejsc, a moze lepiej bedzie przejs¢ kazda uliczka, alejka
czy Sciezka tylko raz. Wybierz dowolne miasto lub Park Narodowy i zaproponuj plan swojej
wycieczki. Jezeli jeste$ mitosnikiem turystyki rowerowej zaproponuj trasy rowerowe. Pomocy
w rozwigzaniu tego zadania poszukaj w teorii graféw zapoznaj sie z grafami Eulera lub grafami
Hamiltona.
[1] R.J. Wilson, Wprowadzenie do teorii graféw, PWN, Warszawa 2000.
[2] K.S. Ross, Ch.R.B. Wright, Matematyka dyskretna, PWN, Warszawa 1996.
[3] Z. Palka, A. Ruciniski, Wyktady z kombinatoryki, WNT, Warszawa 2004.
[4] V. Bryant, Aspekty kombinatoryki, WNT, Warszawa 1997.
[5] W. Lipski, Kombinatoryka dla programistéw, WNT, Warszawa 1989.

2. Rdézne dowody jednej tozsamosci

W artykule Pieé dowodéw jednej tozsamosci [Matematyka, Spoteczenistwo, Nauczanie, Nu-
mer 47, Lipiec 2011] Wojciech Guzicki przedstawia rézne dowody tozsamosci kombinatorycznej:
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Pokazuje podejécie analityczne, algebraiczne, kombinatoryczne, a takze dowody algorytmiczne
— Algorytm Siostry Celine, Algorytm Gospera, metode funkcji tworzacych.

Celem pracy na Sejmik jest objasnienie tych metod oraz rozwigzanie za ich pomoca ciekawych
zadan (zadania podane sq tez w cytowanym artykule).

[1] http://www.msn.ap.siedlce.pl/smp/msn/47/guzicki.pdf
3. Balagan kontra porzadek

Relacje to dowolny podzbidr iloczynu kartezjanskiego dwdch zbioréw. Relacje posiadajgce okre-

Slone wlasnosci dzielimy na klasy. Najbardziej znane, to relacje zwrotne, symetryczne, antysy-

metryczne czy przechodnie. Sq relacje, ktére porzadkuja zbiory, sa takie ktére dziela go na
podzbiory elementdéw nierozrédznialnych. Opisz te relacje, dzialania, ktére mozna na nich wy-
kona¢ oraz znajdz ich ciekawe przyktady.
[1] H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspdtczesnej, PWN, Warszawa, 1990.
[2] Z. Moszner, O teorii relacji, WSiP, Warszawa, 1974.

[3] ]. Cichon, Wyktady ze wstepu do matematyki, Dolnoslaskie Wydawnictwo Edukacyjne, Wro-
ctaw, 2003

[4] J.A. Szrejder, Réwnosé, podobienstwo, porzadek, WNT, Warszawa, 1975.

4. Zasada szufladkowa Dirichleta

Tematem pracy jest sformulowanie rézinych wariantéw zasady szufladkowej Dirichleta i jej
uogdlnienia zwanego zasada podzialowa oraz zastosowanie tych zasad w rozwigzywaniu ele-
mentarnych zadan matematycznych. Oto kilka przykladéw takich zadan.



e Pokaza¢d, ze w kazdym ukladzie dziesieciu punktéw w kwadracie o boku 1, istnieje para

punktéw, ktérych odlegtosdé nie przekracza ‘/75

o Dowies$é, ze kazdy wieloécian ma co najmniej dwie $ciany o tej samej liczbie bokow.

e Pomalujmy plaszczyzne w dowolny sposdb na dwa kolory: bialy i czarny. To znaczy przy-
piszmy kazdemu punktowi plaszczyzny jeden z tych dwu koloréw. Pokazaé, ze na takiej
plaszczyznie istnieje prostokat, ktdéry ma wszystkie wierzcholki tego samego koloru. Czy
to zadanie mozna uogdlnié¢ na dowolng liczbe koloréw?

e W ciggu jednego miesigca (30 dni) pewien zesp6t pracownikéw zmontowal 49 samochodéw,
przy czym codziennie montowano catkowita i dodatnia liczbe samochodéw. Udowodnié, ze
w pewnym okresie kolejnych dni zmontowano doktadnie 10 samochodéw.

Rozwijanie tego tematu w kierunku twierdzenia Ramseya nie jest wskazane.

[1] K. A. Ross, C. R. B. Wright "Matematyka dyskretna”.
[2] Wszystkie odreczniki posdwiecone kombinatoryce
[3] Internet

. Grupy krystalograficzne

Jednym z najbardziej fascynujacych zastosowan teorii grup w naukach przyrodniczych jest opis
i klasyfikacja grup krystalograficznych. W przestrzeni trdjwymiarowej istnieje 219 réznych ty-
poéw grup przestrzennych (230 uwzgledniajgc chiralne), ktére przedstawiajg i opisujg symetrie
krysztaldow. Grupy przestrzenne w tréjwymiarowej przestrzeni powstaly w wyniku potaczenia 32
krystalograficznych grup punktowych z 14 sieciami Bravaisa nalezacych do jednego z 7 ukladéw
krystalograficznych. Z tego powodu grupy przestrzenne uwzgledniajg kombinacje translacji ko-
moérki elementarnej i operacji wykonywanych na grupach punktowych, sa zatem stosunkowo
proste do “obliczenia” przy uzyciu prostego aparatu pojeciowego algebry. Istnieje co najmniej 10
réznych mozliwosci klasyfikowania grup przestrzennych w przestrzeni tréjwymiarowej. Przy-
kladowa praca mogtaby zajaé sie opisem wybranych klasyfikacji. Wydaje sie, ze praca mogtaby
by¢ dodatkowo uatrakcyjniona przez zastosowanie komputera do obliczeni, jak réwniez do ilu-
strowania wybranych grup.

[1] Trzaska Durski Z., Trzaska Durska H.: Podstawy krystalografii. Warszawa: OW Politechniki
Warszawskiej, 2003

[2] Kim, Shoon K., Group theoretical methods and applications to molecules and crystals,
Cambridge University Press, 1999

[3] A.L. Kostrykin, Wstep do algebry, t. III, PWN, Warszawa 2005
[4] G.James, M. Liebeck, Reprezentacje i charaktery grup, Wydawnictwo UAM, Poznan 2002
[5] J.-P. Serre, Reprezentacje liniowe grup skoriczonych, PWN 1988

. Hipoteza Poincarego

Swiatowe media obiegta w 2006 roku lotem blyskawicy wiadomos$¢ o rosyjskim geniuszu, ktéry
dobrowolnie zrezygnowat z przyznanej mu nagrody miliona dolaréw za rozwigzanie stuletniego
problemu w matematyce. Geniuszem, o ktérym mowa, jest prof. Grigori Perelman, a stynnym
problemem - hipoteza Poincare’go z 1904 roku. O ile wiekszo$¢ gazet dos$é drobiazgowo rozpisy-
wala sie o ekscentrycznodci rosyjskiego matematyka, o tyle mato kto pokusil sie o wyjadnienie,
na czym wlasdciwie polega hipoteza Poincare’go w swoim najprostszym sformutowaniu, jakkol-
wiek potrzebny do zrozumienia aparat pojeciowy wcale nie jest zaawansowany i nie powinien
przysporzy¢ trudnosci osobie interesujacej sie matematykag, ktéra dysponuje tylko standardo-
wym wyksztalceniem ze szkoly $redniej. Przykladowa praca moglaby zajaé sie przyblizeniem
czytelnikowi dysponujacemu tylko szkolng wiedza matematyczng znaczenia hipotezy Poinca-
re’'go. Jakkolwiek wiazace sie z opisywanym problemem zagadnienie klasyfikacji rozmaitosci
w wymiarach wyzszych od 3 jest skomplikowane pojeciowo, o tyle klasyfikacja powierzchni
domknietych w wymiarze 2 jest stosunkowo prosta i czesto pojawia sie jako ilustracja w pod-
recznikach topologii algebraicznej.

[1] P. Strzelecki, Hipoteza Poincarego, Delta, 1/2004.

[2] R. Duda, Trzeci problem milenijny: hipoteza Poincarego, Wiadomosci Matematyczne 38
(2002), 63-90.

[3] D. O’'Shea, he Poincare Conjecture: In Search of the Shape of the Universe, Walker and
Company, 2007.
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Matematyka lamania szyfrow

Obecnie kazdy z nas ma na co dzien do czynienia (najczesciej nieswiadomie) z kryptologia, czyli
galeziag matematyki zajmujaca sie szyframi i szyfrowaniem. Korzystajac z komputera, banko-
matu czy telefonu korzystamy z jej odkryé, przekazujac informacje — hasta, kody, wiadomosci
— majac nadzieje, ze nie trafig one do 0séb nieuprawnionych. Z drugiej strony kryptoanalitycy
(z r6znych pobudek) zajmuja sie }lamaniem systeméw kryptograficznych.

Jesli zainteresowal Cie ten temat, Twoim zadaniem jest poznanie i zmierzenie sie z metodami
kryptoanalizy, czyli tamania szyfrow, oraz matematykq, ktéra za nimi stoi. Oczywiscie nastepnie
bedziesz musiat zaprezentowaé je innym uczestnikom Sejmiku. A moze masz swoje wlasne
metody i przekonasz nas o ich skutecznoéci?

[1] D.R. Stinson - Kryptografia. W teorii i praktyce, WNT 2005.

[2] A.]. Menezes, P. van Oorschot, S. Vanstone - Kryptografia stosowana, WNT 2005.

[3] N. Koblitz - Algebraiczne aspekty kryptografii, WNT 2000.

. Srednie i ich wlasnosci

Kazdy prawdopodobnie zna $rednig arytmetyczng dwdch liczb rzeczywistych x, y réwnag A(x, y) =
ITJ”’ oraz $redniq geometrycza dwoch liczb dodatnich: G(z,y) = /z-y. Wiadomo takze, ze
G(z,y) < A(z,y) i réwnosé zachodzi tylko gdy x = y. Znanych jest jeszcze kilka innych $red-
nich: srednia harmoniczna, potegowa, wykladnicza, logarytmiczna i inne. Kazda z nich posiada
wiele ciekawych wlasnosci. Czesto nie jest latwo sprawdzié, czy dana srednia M (z,y) rzeczywi-
Scie jest Srednig, tzn. czy jej warto$¢ miesci sie w przedziale miedzy mniejsza i wieksza z liczb
z,y. Aby udowodnié¢ to dla $redniej logarytmicznej, zdefiniowanej jako L(z,y) = mzﬁ dla
x,y dodatnich musimy zastosowaé rachunek rézniczkowy, a doktadnie twierdzenie Lagrange’a.
O $redniej logarytmicznej mozna powiedzie¢ duzo wiecej, na przyklad prawdziwe jest oszaco-
wanie
G(z,y) < L(z,y) < A(z,y)

dla z,y dodatnich.

Praca mogtaby zawieraé dyskusje wybranych rodzajéw $rednich wraz z ich wzajemnymi zwigz-
kami. Mozna réwniez podaé przyktady uzycia srednich w zadaniach, a takze zastosowania prak-
tyczne réznych srednich.

[1] P.S. Bullen, Handbook of Means and Their Inequalities, Mathematics and Its Applications,
Kluwer Academic Publishers (2003).

[2] L. Kourliandtchik, Kraina nieréwnosci, Aksjomat Torun (2006).

[3] D.S. Mitrinovic, Elementarne nieréwnosci, PWN (1972).

. Inwersja

W Wikipedii mozemy przeczytaé, ze inwersje mozna sobie wyobrazi¢ jako "wywiniecie” wne-
trza ustalonego kola na zewnatrz i "zawiniecie” zewnetrza tego kota do jego wnetrza. Jest to
czesto zapomniane i pomijane przeksztalcenie geometryczne, ktére jednak posiada wiele cie-
kawych wlasnosci i moze byé wykorzystane do dowodu wielu twierdzent geometrycznych oraz
w rozwigzaniu wielu zadan konkursowych (np. olimpijskich).

[1] D. Hilbert, S. Cohn-Vossen, Geometria pogladowa, PWN, Warszawa 1956
[2] H. Coxeter, Wstep do geometrii dawnej i nowej, PWN, Warszawa 1967,

[3] Artykuly w czasopi$mie "Delta” (np. M. Pluta, Wykorzystanie inwersji wzgledem okregu w
dowodzie twierdzenia o okregach stycznych, Delta, kwiecien 2008),

[4] Artykuly z miesiecznika Matematyka.

Wplyw réznych czynnikéw (katastrofy ekologiczne, dzialalno$é czlowieka...) na zmiany
zachodzace na naszej planecie

W pracy mozna skupi¢ sie na najwiekszych katastrofach zwigzanych z dzialalnoscia czlowieka
(np. awarie na platformach wiertniczych, awarie tankowcéw, skazenia przemyslowe, pozary)
oraz na takich, na ktére czlowiek nie ma wplywu, albo nie jest bezposrednia ich przyczyna
(najwieksze trzesienia ziemi, wybuchy wulkanéw, huragany). Warto podaé, zinterpretowaé i
pordéwnaé dane liczbowe zwigzane ze skutkami omawianych katastrof oraz poréwnaé wplyw
réznych czynnikéw na zmiany zachodzace w naszym srodowisku
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[1] Brandt S., Analiza danych, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2002.
[2] Internet

Matematyczne modele i zmiany klimatu

Czy mamy sie czego obawiaé? Czy naprawde dzialalnos¢ cztowieka i emisja gazdéw cieplarnia-
nych podowuje globalne ocielplenie? A moze ocieplenie chwilowe naprawde jest i jego niektére
skutki sg niekorzystne, ale jednak nie jest spowodowane przez dzialalnoé¢ cztowieka? Przeciez
klimat ziemski ocieplat sie i oziebiat juz wiele razy, w sposdb catkowicie naturalny, zanim po-
jawil sie cztowiek. Czy teraz jest inaczej? W pracy mozna odpowiedzieé wykorzystujac modele
matematyczne na te i wiele podobnych pytan.

1] Brandt S, Analiza danych, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2002.

2] Tribarne J. V., Cho H. R,, Fizyka atmosfery, PWN Warszawa 1988

3] Kozuchowski K. (ed.), Meteorologia i klimatologia, PWN Warszawa 2005

4] Martyn D., Klimaty kuli ziemskiej, WN PWN Warszawa 1995

5] Retallack J. 1991, Podstawy meteorologii, IMGW, Warszawa

6] Schonwiese Ch.-D., Klimat i cztowiek, Proszyniski i S-ka, Warszawa 1997
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Modele matematyczne w epidemiologii

Tworzenie matematycznych modeli w epidemiologii odgrywa niezwykle doniosta role. Maja one

poméc w przewidzeniu mozliwych drég rozwoju chordb i epidemii zanim one realnie nastgpia.

W pracy mozna zajgé sie jednym wybranym prostym modelem i wskazaé jego zastosowania
[1] U. Forys$, Matematyka w biologii, Wydawnictwa Naukowo Techniczne Warszawa 2005,

[2] James D. Murray, Wprowadzenie do biomatematyki, Wydawnictwo Naukowe PWN SA, War-
szawa 2006,

[3] J. Uchmaniski Klasyczna Ekologia Matematyczna, PWN, Warszawa, 1992.
[4] ].D. Murray, Wprowadzenie do biomatematyki, PWN, Warszawa, 2006.
[5] A. Okubo, Diffusion and ecological problems: Mathematical Models, Springer, 1980.

Starozytne manuskrypty matematyczne

Na przestrzeni wiekéw powstato wiele wybitnych dziet matematycznych. Warto wiec siegnaé
do historii i przyjrzeé sie, w jaki sposdb wielcy matematycy radzili sobie z problemami tej
przepieknej dziedziny nauki.

Obecnie znanych jest wiele starozytnych rekopiséw matematycznych. Nie sposéb jest, aby wy-
mieni¢ je tu wszystkie, ale warto wspomnie¢ o takich, jak:

e Manuskrypt Bakhshali — starozytny manuskrypt hinduski odnaleziony w 1881 roku w wio-
sce Bakhshali. Mozna w nim odnalezé rézne interesujgce techniki obliczania pierwiastka
kwadratowego czy tez rozwigzywania réwnan kwadratowych.
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e Papirus moskiewski — egipski rekopis datowany na okoto 1850 r. p.n.e. Zawiera rozwiq-
zania kilku probleméw arytmetycznych oraz geometrycznych.

e Papirus Rhinda — wielkie dzielo matematyki egipskiej datowane na okoto 1650 r. p.n.e.
Wsrdd wielu interesujgcych zagadnienn mozna w nim znalezé miedzy innymi zadania z
algebry, geometrii, zwigzane z postepem arytmetycznym, a takze i odwrotnoscia.

[1] A.B. Chace, The Rhind Mathematical Papyrus: Free Translation and Commentary with
Selected Photographs, Translations, Transliterations and Literal Translations, Classics in
Mathematics Education 8. 2 vols. Oberlin: Mathematical Association of America, 1927-1929.
(Reprinted Reston: National Council of Teachers of Mathematics, 1979).

[2] M. Clagett, Ancient Egyptian Science: A Source Book, volume 3: Ancient Egyptian Ma-
thematics, Memoirs of the American Philosophical Society 232. Philadelphia: American
Philosophical Society, 1999.

[3] T. Hayashi, The Bakhshali manuscript: An ancient Indian mathematical treatise (Groningen,
1995)

[4] R. Hoernle, On the Bakhshali Manuscript, BiblioLife, 2009.

[5] G. Robins, C. Shute, The Rhind Mathematical Papyrus: An Ancient Egyptian Text, London:
British Museum Publications Limited, 1987.

[6] http://moscowmathematicalpapyrus.blogspot.com/

[7] http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Bakhshali_manuscript.html

[8] http://www.math.buffalo.edu/mad/Ancient- Africa/mad_ancient_egypt_geometry.html#moscow10
[9] http://www.math.tamu.edu/ don.allen/history/egypt/node4.html

[10] http://www.new.dli.ernet.in/rawdataupload/upload/insa/INSA_1/20005af4_112.pdf



