XXVII Ogélnopolski Sejmik Matematykow

Propozycje zagadnien

I. » NIEZMIENNIKI TOPOLOGICZNE. «
Opis: . . - . P . . .

Niezmiennikiem topologicznym nazywamy wtasnodé zbioru, ktéra mie ulega zmianie przy przekrz-
tatceniu homeomorficznym. Homeomorfizm to funkcja réznowartoéciowa, ciggta i majaca ciggta funkje
odwrotng (czy istnieje funkeja ciaglta majaca nieciagta funkeje odwrotna?). Czy dowolne dwa odeinki
sq homeomorficzne? Czy brzeg kuli jest homeomofriczny z plaszezyzng? Jakie wtasnosci zbioru sq mie-
zmiennikami topologicznymi? Czy sq nimi sg np. domknietoéé, zwartodé, ograniczonosé, wtasnosé punktu
statego?
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II. » NIEPRAWDOPODOBIENSTWO. «
Opis: Jakag grubosé powinna mieé¢ moneta, zeby prawdopodobienstwo upadniecia na kant wynosito %[9 W
tym zadaniu powaziny problem stanowi skonstruowanie adekwatnej przestrzeni probabilistycznej - ide-
alnie zrobié¢ sie tego mie da, ale mozna prébowaé stworzyé jak mnajlepszy model. Przyblizona odpowied?
mozna tez uzyskaé wykonujac odpowiedniq iloéé doswiadczen. Istnieje wiele zadan z rachunku prawdo-
podobienstwa, w ktérych mozliwoéé réinorakiego opisu przestrzeni probabilistycznej moze sprawié¢ roz-
wigzujgcemu ktopot. Istniejq tez zadania, ktérych rozwigzania okazujg sie bardzo zaskakujoce. W pracy
moznaby sprébowadé niektére z takich zadan doktadnie przeanalizowad.
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ITI. »MOJE ULUBIONE KRZYWE PLASKIE«
Opis: W XVI wieku matematycy po inspiracje dla stworzenia rachunku réiniczkowego siegneli do fizyki.
Zainteresowanie matematycznym opisem przebiegu prostych zjawisk mechanicznych wzbogacito matema-
tyke o ogromny zbiér krzywych: tautochrone (krzywaq, po ktérej kulka stacza sie w takim samym czasie
niezaleznie od miejsca potozenia), brachistochrone (ksztalt najszybszego toru saneczkowego), taktryse
(tor zabawki ciggnietej przez dziecko idace po prostym krawezniku), krzywa taicuchowq (czyli ksztatt
powieszonego na dwdéch gwoidziach taricucha) i wiele, wiele innych. Okazalo sie przy tym, Ze krzywe te

majg jeszcze wiele nieoczekiwanych wtasnosci. Praca mogtaby skolekcjonowaé cechy szczegélne jedney,
bad? kilku taki krzywych.
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IV. »L1CZBY PIERWSZE«

Opis:

Tle jest wszystkich liczb pierwszych 2 Czy istniejg wzory, dzieki ktorym mozna wyznaczyé wszystkie
liczby pierwsze ? Jak roztoZzone sq liczby pierwsze w zbiorze liczb naturalnych ¢ Jakie istniejq efektyuwne
metody stwierdzania czy dana liczba jest pierwsza ¢ Jaka jest najwieksza znana liczba pierwsza i skqd
to wiadomo ¢

Odpowiedzi na te 1 inne pytania mogq byé tresciq interesujacej pracy.
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V.

Opis:

»JAK OBLICZYC SUME ,,NIE DO OBLICZENIA” 7«

W réinorodnych dziatach matematyki, jak np. matematyka dyskretna czy szeroko pojeta analiza
matematyczna, a takze w pewnych zagadnieniach informatycznych, czesto wystepuje potrzeba obliczenia
sumy postaci Y., a; dla danego ciggu liczbowego (ay). Z programu szkolnego dobrze znane sq wzory na
tego typu sumy w przypadku, gdy dany ciqg jest ciggiem arytmetycznym lub geometrycznym. Okazuje
sie jednak, Ze istnieje szereg innych, znacznie bardziej subtelnych i pomystowych metod, ktére pozwalajq
obliczaé sumy z pozoru ,nie do obliczenia”. Daje sie mianowicie podaé¢ doktadne wzory ma takie np.

wyrazenia jak: o §
LOCEE T TS

k=0 \k k=1

M=

b
Il

0

Mozliwymi do wykorzystania w tej problematyce metodami sq m.in. przeksztatcenie Abela, interpretacja
kombinatoryczna sum, metody zwigzane z réiniczkowaniem i catkowaniem, postaé trygonometryczna
liczb zespolonych i wz6r Moivre’a. Omdwienie tych zagadnien znaleZé mozna w podanej literaturze. Praca
powinna zawieraé¢ dyskusje szeregu wybranych metod, a bardzo mile widziana bytaby préba samodzielnego
stworzenia metody sumowania czy tez proba uzyskania ciekawych uogdlnien znanych metod.
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VI. » TWIERDZENIA TYPU RAMSEYA «

Opis:

Zgodnie z oczywistq 1 doskonale znang ZASADA SZUFLADKOWA, jezeli w n pudetkach rozmiedcimy n+1
przedmiotow, to znajdzie sie takie pudetko, ktére miesci co najmnie) dwa przedmioty. Ten trywialny fakt
stat sie genezq dla szeregu pieknych i dalece nieoczywistych twierdzen, z ktérych jako pierwsze malezy
wymienié¢ twierdzenie Ramseya (w wersji ,nieskonczonodciowej”): niech n bedzie dowolng liczbg ma-
turalng, a X dowolnym zbiorem mieskonczonym. Jezeli rodzine wszystkich n-elementowych podzbiorow
zbioru X podzielimy na skonczenie wiele czedci, to znajdzie sie nieskonczony podzbidr zbioru X, ktérego
wszystkie n-elementowe podzbiory leza w jednej 1 tej samej czedet podziatu. Innym klasycznym twierdze-
niem w tym duchu jest nastepujgcy rezultat nalezgcy do van der Waerdena: jezeli zbiér liczb naturalnych
pokolorujemy ma skonczenie wiele kolorow, to znajdziemy dowolnie diugie jednokolorowe ciqgi arytme-
tyczne. Mowige ogdlnie, twierdzenia typu Ramseya stwierdzaja, ze jezeli zbior ,duzy” podzielony zostanie
na ,niewiele” czesci, to jedna z tych czedci musi byé ,duza”. Sens okreslen ,duzy” i ,niewiele” moze
byé réinorodny, a réznorodnosé ta jest przyczynag powstania catej gamy twierdzen typu Ramseya, od
twierdzen natury arytmetycznej do twierdzen geometrycznych. W pracy nalezy skupic¢ sie na wybranych
przez siebie faktach teorit Ramseya (np. twierdzenie Ramseya i van der Waerdena w wersji ,skonezono-
$ciowej” 1 ,nieskoriczono$ciowe;”, twierdzenie Hindmana, Baumgartnera, Halesa-Jewetta) omawiajgc
ich dowody. MoZna wyszukaé interesujgce problemy omawianego typu wirdd zadan olimpijskich. Mozna
réuwniez skupié sie szczegdélnie moceno na samych metodach dowodowych (indukcja, ultrafiltry, pélgrupy)
podajac dla kazdego z wybranych twierdzen kilka réznych dowoddéw i omawiajge podstawy, w ktérych te
metody lezq.
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VII. »ENIGMA I INNE TAKIE«

Opis: . L . . .
pis Jak ztamano szyfr Enigmy? Czy trudnosé tego zadania wynikata tylko z tego, ze nie dysponowano

wowcezas odpowiednio szybkimi maszynami liczgeymi? Jak dlugo tamano by ten kod przy uzyciu wspdl-
czesnych komputeréw? Dlaczego wspdlezesnie stosowane metody szyfrowania sq tak trudne do ztamania?
Czy aby na pewno?
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VIII. » ALGORYTMY PRZYBLIZONE«

Opis: Jedli na rozwigzanie doktadne jakiego$ palgcego problemu musielibysmy czekaé kilka godzin, to moze
lepiej wybraé niekoniecznie doktadne rozwigzania, ale takie ktére uzyskujemy z zadowalajgca doktadno-
$cig w ciggu wtamka sekundy? A co jedli rozwigzanie doktadne miatoby zajgé dni, miesiqee, czy lata?
Poza tym czy warto sie przejmowaé, ze nasz algorytm sie “pomylit”, skoro szansa pomytki jest mniejsza

niz dwukrotne trafienie szdstki w totka?
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IX. »ROZNE SYSTEMY NUMERACJI«
Opis: L . . S , Lo . , .

Spoéréd wielu stosowanych w ciggu wiekédw sposobéw przedstawiania liczb zwyciezyt w koncu dzie-
sietny system pozycyjny, chociaz jego wybdr jest nieco przypadkowy. Czasami uwaza sie, ze system dwu-
nastkowy ma lepsze wtasnosci arytmetyczne, a w technice komputerowe;j wieksze zastosowanie znalazty
systemy dwdjkowy i szesnastkowy. Dlatego tez warto poznaé sposoby przedstawiania liczb catkowitych
i rzeczywistych w réinych systemach mumeracji 1 sposoby wykonywania operacji arytmetycznych przy
poszcezeg6lnych przedstawieniach. Mozna przy tym zaobserwowaé rdine ciekawe wlasnosci tychze przed-
stawien 1 sformutowaé interesujgce uogoélnienia wltasnoéci przedstawienia dziesietnego jak. m.p. cechy
podzielnosci
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X. »POTEGI STEINEROWSKIE, LINIE POTEGOWE«

Opis: Potega punktu wzgledem okregu (potega Steinerowska), a w szezegdlnodei linie potegowe okregéw. Ich

wykorzystanie we wcale niebanalnych zadaniach konstrukcyjnych daje zaskakujgco proste rozwigzania,
ktére bez pomocy lini potegowych sg bardzo trudne albo wrecz praktycznie nierozwigzywalne !
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XI. »METODY KONSTRUKCJI FIGUR MAGICZNYCH«

Opis: Kazdemu uczniowi zapewne jest znane pojecie kwadratu magicznego. Istnieje wiele innych figur 1
bryt magicznych takich jak np. magiczne szedciany, a ponadto sg jeszcze kwadraty bimagiczne, multima-
giczne, panmagiczne i wiele innych modyfikacji, wykorzystujace réwniez liczby zespolone. Celem pracy
moze byé podanie metod konstrukeji takich lub podobnych figur i bryt. Obok przedstawienia znanych

metod mile widziane bedqg wtasne propozycje stuzqce konstrukceji figur magicznych
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XII. »WOKOL NIEROWNOSCI SHAPIRO«
Opis: . A C L o .
Niech n bedzie liczba naturalnag, zi,...,z, takimi liczbami nieujemnymi, ze x; + z;41 > 0 dla ¢ =

1,...,n (przyjmujemy Zn41 := 21). Problem Shapiro polega ma okreleniu dla jakich n jest prawdziwa
nastepujaca nieréwnosé:

g o

Z1 €2 Tn—1 Tn S

+ + ... >
To+x3 X3+ X4 Tp+2T1 T+ T2

n
B .

Okazuje sie, ze dla n < 13 nieréwnosé ta jest prawdziwa. Jest ona takze prawdziwa dla n = 15,17,19, 21, 23,
ale nie jest ona prawdziwa dla n = 14, 16,18, 20,22 1 dla n > 24. Vladimir Drinfeld (laureat medalu Fieldsa
z 1990 roku) udowodnit, ze dla wszystkich n naturalnych zachodzi stabsza wersja nieréwnoéci

T x2 Tp—1 Tn

+ +... > 72,
To+ T3 X3+ x4 Tp +T1 X1+ To 2
gdzie v =~ 0,989 jest pewng statq. Dla n = 3 mierdwnosé Shapiro nazywa sie nieréwnoséciq Nesbitta i
posiada kilka elementarnych i pomystowych dowodéw. W pracy mogtyby sie znaleié dowody szczegdl-
nych przypadkéw nieréwnosci Shapiro, przyktady zastosowan oraz ewentualne modyfikacje i wogdlnienia
wyjsciowego problemu.
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