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Propozycje zagadnien

Temat 1. » NIETYPOWE FUNKCIJE. «
Opis: . , . . L

Funkcje, o ktérych sie uczymy w szkole, sq bardzo porzadne — z regulty ciggte, réinicz-
kowalne. Pojawia sie wprawdzie funkcja: z +— |z|, ktédra ma jeden punkt, w ktérym nie ma
pochodnej, ale czy potrafisz sobie wyobrazi¢ funkcje, ktora “sktada sie” z samych takich
“szpicow”, tzn. ktora jest ciagla, ale nigdzie nie ma pochodnej. Takaq brzydka funkcje moina
otrzymad, jako granice jednostajnie zbieznego ciagu junkcji bardzo “gtadkich”, bo mieskon-
czenie wiele razy rozniczkowalnych. Funkcja zdefiniowana na odeinku, ktéra ma pochodng,
réwng zeru, to funkcja stala. A czy wiesz, Ze istnieje funkcja ciggta i rosngcea, ktéra jest
prawie wszedzie réiniczkowalna i ktérej pochodna tam gdzie istnieje jest réwna zeru? Ba, na-
wet istnieje funkcja ciagta, $cidle rosngcea, okreslona na odceinku, ktéra ma pochodng prawie
wszedzie réwng zeru. Takie i inne przyktady nietypowych (czyzby?) funkcji znaleZé mozna
m.in. w podanych ksiazkach. A moze wymyslisz wtasne przyktady funkcji o zaskakujacych
wtasnosciach?
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Temat 2. » WYBRANE ZAGADNIENIA TEORII JEDNOWYMIAROWYCH DYSKRETNYCH UKEADOW DYNAMICZ-
NYCH. «
Opis: . . . . , L . L

Majac dang ciagta funkeje f: I — I, mozemy badaé, jak zachowuje sie trajektoria jakie-
go$ punktu z € I, tj. ciag kolejnych iterat: z, f(x), f(f(z)), f(f(f(z))), ... . Ciag taki moze
zbiegaé do jakiego$ punktu (co o takiej granicy moina powiedzieé?), moze mieé kilka granic
czesciowych, a moze chaotycznie krgzyé po odcinku I. Badanie takich zachowan, zwigzkéw
miedzy nimi, jest ciekawe mawet dla tak pozornie mieskomplikowanych funkcji, jak junkcje
kwadratowe fy(z) = Ax(1 — ). Zachecam do zapoznania sie z pierwszym rozdziatem pozycji
[1] i rozwigzywania zada tam zawartych oraz opisania wybranych zagadnien tam omawia-
nych. Ciekawe informacje na temat chaosu w jednowymiarowych uktadach dynamicznych
mozna znalezié takze w podanej literaturze.
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Temat 3. » GEOMETRIA W GEOGRAFII«
Opis: . . . . e . . L

Dwie starozytne nauki geografia (opisywanie Ziemi) i geometria (mierzenie ziemi) obec-
nie nauczane sq w szkole jako Téine i dosyé odlegte przedmioty. A jednak taczy je znacznie
wiecej niz tylko podobna nazwa i ten zwigzek moze byé tematem interesujgce) pracy kon-
kursowej. Warto zastanowié¢ sie nad problemami geometrycznymi pochodzacymi z geografii.
Na przyktad, jak daleko jest do widnokregu lub jakie jest pole powierzchni czworokgtnego
obszaru ograniczonego dwoma potudnikami i dwoma réwnoleznikami. Czy po przejsciu 100
km w kierunku zachodnim oddaliliémy sie od punktu wyjécia o 100 km? Czy samolot lecacy
wzdtuz boku “kwadratu” po 500 km kolejno na pétnoc, wschdd, potudnie i zachdd powrdci
do miejsca startu i czy odpowied? zalezy od wyboru punktu poczgtkowego? Bardziej ztoZo-
nym zadaniem jest wyznaczenie odlegtosci pomiedzy dwoma punktami o danych wspdirzed-
nych geograficznych. Czy odlegtosé przebyta przez samolot lecacy najkrotszg droga z jednego
punktu do drugiego w zauwazalny sposob zalezy od wysokosci lotu? Zadaniem o znaczeniu
praktycznym jest okreslenie miejsca na widnokregu (azymutu) wschodu (zachodu) storiea np.
w dniach réwnonocy (wiosennej i jesiennej) oraz przesilen (zimowego i letniego). Komplek-
sowym rozwigzaniem tego problemu moze byé program komputerowy, ktéry na podstawie
daty i wspétrzednych geograficznych obliczy azymut i czas (godz. i min.) wschodu i zachodu
stonica w danym miejscu i dniu. Mile widziane bedg réuwniez propozycje innych ciekawych
probleméw, ktérych rozwigzanie wymaga uwzgledniania kulistoéci Ziemi. Praca powinna za-
wieraé definicje stosowanych pojeé (np. wspélrzedne geograficzne, strony $wiata) oraz zato-
zenia upraszezajace m. in. doskonata kulistosé Ziemi, brak przeszkod terenowych itp. Kazdy
problem powinien byé doktadnie sformutowany i rozwigzany z zachowaniem wymagan Sci-
stosci matematycznej. Geometryczne problemy geografii rzadko dyskutowane sq w powszech-
nie dostepnych podrecznikach. Dlatego autor bedzie miat okazje wykazaé sie umiejetnosciq
samodzielnego rozwigzywania niestandardowych zadan. Wiedza miezbedna do podjecia tego
tematu jest rozproszona w podrecznikach podwieconych geometrii, trygonometrii, astronomsii
oraz geografii.
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Temat 4. » GEOMETRIA NA BRYLACH«
Opis: . . . .

W matematyce dobrze znane jest pojecie GEOMETRII ELIPTYCZNEJ, zwanej inaczej GEO-
METRIA SFERYCZNEJ. Polega ona na tym, Ze uprawiamy geometrie nie na ptaszczyinie, a na
powierzchni powierzchni sfery, przyjmujac jako odcinki najkrétsze linie tqczace dwa dane
punkty. Okazuje sie, ze taka geometria w istotny sposdéb réini sie od klasycznej. Pole tréj-
kata wyraza sie zupetnie innym wzorem, suma katéw w tréjkacie nie jest zawsze taka sama,
istniejq tzw. dwukaty.

Celem pracy ma byé samodzielne zbadanie przez ucznia geometrii uprawiane) w ana-
logiczny sposdb ma dowolnie wybranym wielo$cianie, np. na jednej z tzw. bryt platonskich.
Przyktadowo, moina zbadaé tréjkgty w tej geometrii. Dodatkowo, wuczen moze zilustrowad
uzyskane rezultaty programem komputerowym.

Temat wymaga od autora znajomosci geometrii na elementarnym poziomie, troche cier-
pliwosci 1 rozwinietej wyobraini przestrzennej. W szczegdlnosci, wydaje sie on byé atrakeyjny
réwniez dla mtodszych ucznidw.

Uwaga: na wielo$cianie nie nalezy oczekiwaé réwnie eleganckich rezultatéw jak te, ktore
zachodza na ptaszezyinie lub na sferze. Doceniana jednak jest samodzielnodé 1 oryginalnosé
wykonanej pracy.
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Temat 5. »DOWODZENIE NA ROZNE SPOSOBY «
Opis: L . S .

W matematyce czesto zdarza sie, ze odkrycie pewnego faktu zajmuje bardzo wiele czasu,
ale kiedy juz zostanie udowodnione okazuje sie, ze mozna je uzasadnié tatwiej, ciekawiej lub
jest wnioskiem z pozornie innych twierdzen. Jednym z klasycznych przyktadéw jest twierdze-
nie Pitagorasa - kilkana$cie dowodéw mozna znaleZé np. w [1]. Praca z tego tematu mogtaby
zawierad réozne dowody wybranego twierdzenia z zakresu matematyki szkolnej lub twierdzen
zwigzanych z zainteresowaniami autora. Inspiracji w wyborze twierdzen mozna szukaé np.
w czasopiémie THE AMERICAN MATHEMATICAL MONTHLY wybierajqgc artykuty dostosowane
do poziomu wiedzy autora. W trakcie redagowania pracy warto potozyé nacisk na oryginal-
noéé zaréwno twierdzen jak i dowodow.
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Temat 6. » PEWNIK ARCHIMEDESA «
Opis: . A, . . . .. . .

Sformutowanie, zwigzki z innymi aksjomatami geometrii. Peuwnik Archimedesa a lemat
Eudoksosa o wyczerpywaniu. Inne zastosowania w geometrii. Przyktad geometrii niearchi-
medesowej Hilberta. Przyktady “sytuacji niearchimedesowych” w innych dziatach matema-

tyki — analizie, algebrze, teorii zbiordw.
Literatura:
[1] J. Mioduszewski, CIAGLOSC. SZKICE Z HISTORII MATEMATYKI, ..., .... 19...
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Temat 7. » PEWNIK WYBORU «

Opis: . . .
p1s Matematycy od lat toczg spory o to, czy wolno nam wiywaé pewnika wyboru do dowo-

dzenia twierdzen. Dzisiaj chyba juz niewielu jest takich, ktorzy by “nie wierzyli”w pewnik
wyboru. Warto napisaé, co méwi pewnik wyboru oraz jego réwnowazniki. Warto takze wska-
zaé jego (czasem zaskakujace) implikacje.
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Temat 8. »RODZAJE ZBIEZNOSCI FUNKCJI«
Opis: . L . .. . .. C ..

Wiemy mniej wiecej, co to znaczy, ze ciqg funkcji f, jest zbiezny do jakiejs funkcji f —w
kazdym punkcie = ciqg f.(z) zbiega do f(x). Zeby zbieinosé byta jednostajna, potrzeba zato-
2yé, Ze ciqgi te zbiegajq w podobnym tempie. Latwo podaé przyktad funkcji zbieznej punktowo,
ktora mie jest zbieina jednostajnie. Okazuje sie, ze jest o wiele wiece) rodzajéow zbieznodci
ciagéw funkcyjnych. Ciekawe jest badanie zaleznodci pomiedzy nimi zachodzgceymi.
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Temat 9. »CzZY ULAMKI PROSTE SA PROSTE? «
Opis: . T o . L .

Utamkiem prostym nazywamy uwtamek o liczniku jeden i mianowniku, ktéry jest liczbg
naturalng. Powstaje pytanie, kiedy dany utamek mozna przedstawié w postaci sumy dwdéch,
trzech lub wiecej utamkdéw prostych. Kolejne pytanie dotyczy rozktadu danego utamka ma
sumy 1 réznice utamkéw prostych. Ciekawy tez jest problem jak wygladaja zbiory wszystkich
liczb majgcych takie przedstawienie.

Prace moina wzbogacié o przyktady metod znajdowania takiego rozktadu. Zachecamy
réwniez autora do przyjrzenia sie podobnym zagadnieniom (np. inne postacie rozktadu da-
nego utamka).
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Temat 10. » A TAKA PORZADNA FUNKCJA ...«
Opis: . . . 1
Rozwazmy funkcje f: [0,1] — [0,1] dang wzorem f(z) = 2z, dla x z przedziatu [0, 5],
fl@) = 2 =2z, dla  z przedziatu [%,1]. Bardzo prosta i “porzgdna” junkcja. Pomysdlmy
teraz o trajektoriach poszezegdlnych punktéw, czyli o ciagach: z, f(x), f(f(z)), f(f(f(x))),... .

Na przyktad trajektoria punktu % to: %, %, %, oo Inmymi stowy, % to punkt staty tego
przeksztatcenia, czyli inaczej punkt okresowy rzedu 1. Trajektoria punktu % to: %, %, %, %,

.... Jest to punkt okresowy rzedu 2. Czy wiesz, ze w tym prostym przeksztatceniu dla dowolnej
liczby naturalne) n mozna znaleZé punkty okresowe rzedu n? Sq tam tez takie punkty, ktérych
trajektorie tworzq ciagi réznowarto$ciowe. Sqg tam trajektorie geste w odeinkw [0,1]. Sa tez
takie punkty z, dla ktérych zbidr graniczny w(z, f), czyli zbidr wszystkich granic czesciowych
trajektorii x jest réuny catemu odcinkowi [0,1]. Chaotycznodé tego odwzorowania widac w
jeszeze jednym twierdzeniu: istniejq takie domkniete roztgczne podzbiory Xg i X odcinka
[0,1] oraz taka liczba naturalna m, ze g = f™ ma wlasnosci: g(Xo U X;7) C Xo U X3; dla
kazdego ciagu ag,aq,ag,... zer i jedynek istnieje taki punkt x € Xo U X1, ze ¢g%(x) € X,, -

Jest jeszcze wiele innych zagadnien zwigzanych z badaniem trajektorii punktéow réinych
odwzorowan odcinka w siebie. Autor moze wybraé niektdére z nich 1 je omowié, przedstawié,
co zaciekawito go w Teorii Iteracji.
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Temat 11. »ZADANIE Z PLANIMETRII«
Opis: . . .. . . . . , , . ,

Zadania z planimetrii majq czesto wiele réznych rozwigzan. Czternascie rozwigzan cze-
skiego zadania publikowanych byto w polskim czasopidmie Matematyka, 5(2004) str. 292-295,
1(2005) str. 52 1 5(2005) str. 50-51.

Takim zadaniem jest takze zadanie nr 3 z polskiej 50. Olimpiady Matematycznej z lat
1998/99 z zawodéw stopnia pierwszego. W Sprawozdaniu z tej Olimpiady przedstawiono
cztery rozwigzania tego zadania, choé znanych jest jeszcze okoto dziesieciu innych rozwig-
zan. Nalezy znaleZé jak najwiecej istotnie réznych rozwigzan od podanych, wykorzystujacych
inne pomysty i twierdzenia - im wiecej tym lepie;.

Jednym z mozliwych jest zawsze rozwigzanie z uzyciem geometrii analitycznej, dlatego
nie nalezy go zamieszczadé w pracy.

Moze znasz inne zadanie z planimetrii (na poziomie olimpiady matematycznej), ktére
réwniez mozna rozwigzaé na wiele réznych sposobéw? Taki problem jest podwdinie trudny:
polega ma wybraniuw odpowiedniego zadania oraz znalezieniu jok majwiekszej ilosci réznych
rozwigzan tego zadania.
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