1 Roéwnania rekurencyjne

Co to sa réwnania rekurencyjne i teori¢ tych réwnan mozemy poznaé z
ksiazki [2]. Rozwiazaniem réwnania rekurencyjnego jest ciag. Najprostszy-
mi réwnaniami rekurencyjnymi sa rownania okreslajace ciag arytmetyczny
(ny1 = an + 1, gdzie r jest roznica ciggu arytmetycznego oraz okreslajace
ciag geometryczny a,.1 = q - a,, gdzie ¢ # 0 jest ilorazem ciagu geometrycz-
nego. Nie o takie jednak ciagi chodzi w pracy.

W czeskich i stowackich olimpiadach matematycznych wystapity bardziej
ztozone ciagi rekurencyjne, np. w zadaniach 641, 657, 817, 874 i 902 ze zbioru
zadan [1]. Zadania te mozna rozwiazaé bez znajomosci teorii réwnan rekuren-
cyjnych. Moze znasz inne zadania o ciggach rekurencyjnych, ktore tez mozna
rozwiaza¢ bez znajomosci tej teorii (np. z innych olimpiad matematycznych,
z czasopisma Matematyka)? Moze umiesz do tych rozwiazan dorobié¢ swoja
teorie i podaé¢ zadania, ktére mozna podobnie rozwigzac?

[1] J. Kalinowski, Zbior zadan z czeskich i stowackich olimpiad matema-
tycznych, Oficyna Wydawniczo - Poligraficzna ” Adam”, Warszawa 2002.

2] I. Kozniewska, Réwnania rekurencyjne, PWN Warszawa 1972.

2 Ciekawe czworosciany

Czworosciany w ktorych iloczyny dtugosci par przeciwlegtych krawedzi maja
ciekawe wlasnosci. Prawdziwe sa nastepujace:

Twierdzenie 1. W czworoscianie iloczyny dtugosci par przeciwlegtych
bokéw sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy odcinki taczace wierzchotki czwo-
roscianu ze Srodkami kot wpisanych w przeciwlegle $ciany przecinaja sie w
jednym punkcie.

Twierdzenie 2. Dla dowolnego czworoscianu iloczyny dtugosci par prze-
ciwlegtych krawedzi sa dtugosciami bokéw pewnego tréjkata.

Ciekawe wtasnosci maja tez czworosciany w ktorych sumy dlugosci par
przeciwlegtych krawedzi sa réwne, w ktérych sumy kwadratéw dlugosci par
przeciwlegtych krawedzi sg rowne, w ktorych proste skosne zawarte w prze-
ciwlegtych krawedziach sa prostopadte itp. Moze jeszcze inne rodzaje czwo-
roscianéw majg ciekawe whasnosci?

Nie chodzi o to, by napisa¢ prawie wszystko o czworos$cianach. Nalezy
wybra¢ pewien rodzaj czworo$cianéw i udowodni¢ jak najwiecej wlasnosci
takich czworoscianow. Takie wlasnosci wystepuja w formie zadan do udo-
wodnienia w zbiorach z trudnymi zadaniami z geometrii przestrzenne;j.



3 Srednie w matematyce

W zZyciu codziennym najczesciej postugujemy sie srednia arytmetyczna. Jed-
nak tak naprawde mamy duzo wigkszy wybor. Istnieje wiele innych $rednich
posiadajacych swoje nazwy: srednia geometryczna, harmoniczna, potegowa,
wyktadnicza, logarytmiczna i inne. Miedzy tymi srednimi mozna znalez¢ duzo
ciekawych zwigzkow.

Matematyka ma narzedzia do budowania nowych srednich. Jednym z nich
jest tzw. twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej. Pozwala ono z odpo-
wiednich funkcji na prostej budowaé¢ rézne srednie. Istotny jest tez problem
odwrotny: z ilu réznych funkcji (i z jakich) daje sie zbudowaé zadana $rednia?

Wiekszo$¢ znanych srednich to tzw. Srednie quasi-arytmetyczne czyli ta-
kie, ktére daja sie przedstawi¢ w postaci:

o (F(x) t F(y))

dla pewnej funkcji silnie rosnacej F'.

Przy uzyciu twierdzenia Lagrange’a lub srednich quasi-arytmetycznych
mozna tatwo rozwigza¢ wiele trudnych zadan. Praca z tego tematu mogtaby
zawiera¢ odpowiednie przyktady ilustrujace przydatnos$é érednich.
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4 Rozwigzania klasycznych réwnan funkcyj-
nych oraz ich zastosowania

Najbardziej znane rownanie funkcyjne - réwnanie Cauchy’ego ma szereg pro-
stych zastosowan w wielu dziedzinach wiedzy, np. w ekonomii. Przydatne
sa rowniez rézne modyfikacje i uogodlnienia tego rownania. Poza tym istnieje



wiele rownan funkcyjnych dajacych sie rozwigzaé¢ elementarnie lub poprzez
sprowadzenie do réwnania Cauchy’ego. Praca z tego tematu moglaby zawie-
ra¢ min.:

rozwiazanie klasycznego rownania Cauchy’ego dla funkcji ciagtych,

wlasnosci pod ktorymi rozwigzanie rownania Cauchy’ego jest ciggte
(np. monotonicznosé),

omoéwienie trzech pozostatych réwnan Cauchy’ego i réwnan Pexidera,

inne rownania funkcyjne dajace sie rozwigza¢ z wykorzystaniem roz-
wigzania roéwnan Cauchy’ego,

zastosowania wspomnianych réwnan.
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Tablice trwania zycia

Jedna z modnych ostatnio dziedzin matematyki jest matematyka ubezpiecze-
niowa. Jej zastosowania wymagaja konstruowania tzw. tablic trwania zycia.
Dane, ktére sie w tych tablicach znajduja umozliwiajg aktuariuszom wyli-
czanie sktadki ubezpieczenia na zycie. Jak sie te tablice konstruuje? Jakie sa
matematyczne podstawy praktycznych zastosowan? Jakie sg modele trwa-
nia zycia stosowane przez ubezpieczycieli? Dlaczego kobiety zazwyczaj maja
nizsza emeryture od mezczyzn? Te i inne zagadnienia, uzupetnione w miare
mozliwosci przyktadami obliczen sktadek ubezpieczenia na zycie badz eme-
rytalnych dostarczg inspiracji ewentualnym autorom prac na ten temat.
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6 Arytmetyka finansowa

Coraz czesciej mamy do czynienia z bankami: powierzamy im nasze oszczed-
nosci, zaciggamy kredyty. Oznaczmy przez A(K, t) przyszta warto$é naszego
kapitalu K po czasie t. Chcieliby$my, zeby A(K,t) > K, naturalne tez jest
oczekiwanie, ze przyszta warto$¢ sumy K; + Ky po czasie t bedzie sumag
przysztych wartosci kapitatow K; i Ky po tym samym czasie. Za to bank
chciatby pewnie uniknaé ,oscylatora” i dlatego przyszta warto$é¢ kapitatu K
ztozonego najpierw na okres t, a potem na okres s (czyli A(A(K,t),s)) byla
taka sama, jak wartos¢ tego samego kapitatu, ztozonego od razu na okres
t+ s (czyli A(K,t+ s)). Czy potrafisz pokazaé, ze te warunki charaktery-
zujg juz stosowanie przez bank oprocentowania ztozonego? A moze potrafisz
poda¢ warunki okreslajace jednoznacznie oprocentowanie proste? Jak scha-
rakteryzowaé stosowane w praktyce oprocentowanie ,mieszane”: proste w
odniesieniu do kwot wptacanych w ciagu roku i ztozone w odniesieniu do
kwot pozostajacych na koncie w wypadajacej raz na rok (miesiac, kwartat)
chwili dopisywania odsetek?

Jakie sa mozliwe formy sptacania kredytu? Dlaczego reklamowane czasem
kredyty o ,zerowej stopie procentowej” sa w istocie drozsze od tych ,oprocen-
towanych”? Moze uda ci sie przeanalizowaé plany sptaty kredytow stosowane
przez banki w Twojej miejscowosci? Wykresy i tabele mile widziane.
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7 Zbiory wypukte

,Interesuje mnie wszystko, co jest wypukte” - miat powiedzie¢ wybitny mate-
matyk Herman Minkowski po odkryciu gltebokich zwigzkow dla zbiorow wy-
puktych (cytat za ksiazka K. Maurina ,,Analiza. Czesé 1. Elementy”, PWN
Warszawa 1977). Jesh co$ bylo interesujace dla Minkowskiego, to moze za-
interesuje tez uczestnikow Sejmiku. Co to sg zbiory wypukle? Jakie operacje



mozna na nich przeprowadzac¢? Jak mozna je ,zaokragla¢”? Ktore z twier-
dzen klasycznej geometrii istotnie wymagaja zatozen wypuktosci? Czy kule
(a co to jest kula?) zawsze sa wypukte? Co to jest otoczka zbioru wypuktego?
Czy kazdy zbiér wypukty na plaszczyznie jest suma pewnej ilosci trojkatow?
A w przestrzeni? Interesuje nas wszystko, co Autorzy prac bedg mieli do
powiedzenia o wypuktosci. Literatura:
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2001.

8 Z cyrklem lub bez, a czasem bez linijki

W cytowanej nizej ksiazce R. Couranta (kuzyna $w. Edyty Stein) oraz H.
Robbinsa, caty trzeci rozdziat poswiecony jest konstrukcjom geometrycz-
nym. Sa tam przykltady tego co sie da skonstruowaé¢ przy pomocy cyrkla
i linijki, tego, co si¢ tak skonstruowaé¢ nie da, ale réwniez tego, co si¢ da
skonstruowac przy uzyciu tylko cyrkla, albo tylko linijki. Mamy tez informa-
cje na temat innych przyrzadéw uzywanych do konstrukcji, dzieki ktérym
mozna na przyktad podwoi¢ szescian. Przy okazji poznajemy wtasnosci waz-
nego geometrycznego przeksztalcenia: inwersji (oprocz geometrii inwersja ma
tez zastosowanie w tapaniu lwéw na pustyni). Ciekawe bedzie przedstawie-
nie zastosowan inwersji. Jesli ktos zajrzy do rozdziatu czwartego o geometrii
rzutowej, to moze bedzie umial rozwiaza¢ zadania konstrukcyjne z paragrafu
sibdmego, w ktérych dopuszczalne jest jedynie uzycie linijki (przepraszam:
liniatu, jak pisza autorzy). Literatura:
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