XXXV RozKOSZE LLAMANIA GLOWY

konkurs matematyczny dla klas I i II szk6l ponadgimnazjalnych

1. Wierzchotek A réwnolegtoboku ABC' D potaczono ze srodkami K i L bokéw BC
i C'D. Woéwczas
a) przekatna BD zostata podzielona na trzy odcinki réwnej dtugosci,

b) pole czworokata K C'L A jest réwne potowie pola réwnolegtoboku,
c) trojkaty KDA i LBA s3 podobne.

2. Niech p i q beda kolejnymi liczbami pierwszymi wiekszymi niz 2. Wéwczas liczba
p + q jest iloczynem
a) co najmniej dwéch (niekoniecznie réznych) liczb naturalnych wiekszych od 1,
b) co najmniej czterech (niekoniecznie réznych) liczb naturalnych wiekszych od 1,
c) co najwyzej trzech (niekoniecznie réznych) liczb naturalnych wiekszych od 1.

3. W tréjkat réwnoramienny wpisano kwadrat w ten sposéb, ze dwa jego wierzchotki

leza na podstawie tego tréjkata, a pozostate dwa na jego bokach. Srodki ciezkosci
kwadratu i tréjkata pokrywaja sie. Zatem

a) stosunek dtugosci podstawy trdjkata do dtugosci boku kwadratu jest dwukrotnie
wiekszy od stosunku pola tego tréjkata do pola kwadratu,

b) stosunek wysokosci tréjkata opuszczonej na podstawe do boku kwadratu jest
rowny stosunkowi pola tego tréjkata do pola kwadratu,

c) pole tréjkata jest co najmniej dwukrotnie wieksze od pola kwadratu.

4. Rozwazmy zbiér A = {(z,y) : = € R,y € R,max(z,y) > 1}, gdzie max(zx,y)
oznacza nie mniejszg z liczb z,y. Wéwczas:
a) pewien punkt z Il éwiartki uktadu wspétrzednych nalezy do zbioru A,

b) w zbiorze A znajdziemy punkty, ktérych wspdtrzedne spetniajg nieréwnosé
3r+y—95<0,
c) wszystkie punkty, ktérych wspdtrzedne spetniaja nieréwnosé
lz+3| <1
nalezg do zbioru A.

5. W pewnym trapezie boki maja dtugosci a, a, a, 2a, gdzie a > 0. Wéwczas:

a) przekatna trapezu zawiera sie w dwusiecznej kata ostrego trapezu,

b) pole trapezu wynosi MT?’“Q

c) kat rozwarty trapezu jest o 60° stopni wiekszy od kata ostrego.



10.

Dana jest k—cyfrowa liczba a o sumie cyfr 11, gdzie k > 3. Wtedy

a) liczba a moze by¢ podzielna przez 4,

b) liczba a moze by¢ podzielna przez 11,

c) jesli k = 3, to wszystkich réznych liczb a podzielnych przez 5 jest doktadnie 14.
Réwnolegtobok podzielono przekatnymi na tréjkaty. Wsrdd wszystkich tréjkatéw jakie
mozna zobaczy¢ na rysunku

a) sa co najmniej cztery pary trjkatdéw przystajacych,

b) jest doktadnie sze$¢ par tréjkatéw podobnych,

c) jest wiecej niz sze$¢ par tréjkatéw podobnych.

. Srodkowa AA’ tréjkata ABC' jest dwukrotnie krétsza od boku BC'. Tréjkat ABC

a) moze by¢ tréjkatem réwnoramiennym,
b) moze by¢ tréjkatem prostokatnym,

c) moze by¢ tréjkatem rozwartokatnym.
Liczba 3 432 + 3% + ... + 32012 jest

a) podzielna przez 2 i 3,

b) podzielna przez 4 i 3,

c) podzielna przez 2, ale niepodziena przez 4.

Funkcje f : R — R i g : R — R s3 funkcjami nieparzystymi (tzn. f(—x) = —f(x)).

Rozwazmy cztery funkcje:

W) = f(z) +g(x), k)= f(z)—g(z), r(z)=f() g(z), plz)=L1T

a) Wsrdd rozwazanych funkcji przynajmniej dwie s3 funkcjami nieparzystymi.

b) Mozna podac przyktad takich funkcji f i g, ze wszystkie cztery rozwazane funkcje
beda funkcjami parzystymi (tzn. f(—x) = f(x)).

c) Funkcja w(x) = k(x) - p(z) moze by¢ funkcja parzysta.
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Uktad réwnan:
r+y+z=0
{§+§+§:0
a) ma rozwigzanie w zbiorze liczb catkowitych,
b) ma rozwigzanie w zbiorze liczb wymiernych,

c) ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Dany jest kwadrat o boku 6a. Rozwazamy prostokaty zawarte w tym kwadracie o
bokach réwnolegtych do przekatnych kwadratu. Pole takiego prostokata jest zawsze
mniejsze niz

a) 16a2,

b) 18a?,

c) 20a?.

Dla liczby naturalnej n > 0 obliczamy $rednig geometryczna G,, wszystkich jej dziel-
nikow naturalnych. Woéwczas

a) dlan =4k + 1, gdzie k € N, G,, jest liczba niewymierna,

b) wéréd wartosci G, obliczonych dla liczb n < 100 jest doktadnie 10 liczb catko-
witych,

c) jeéli n = k%, to G, jest liczba wymierna.
WSsréd wszystkich liczb postaci 3n + 2, gdzie n € N jest:

a) nieskonczenie wiele liczb podzielnych przez 2,

b) nieskonczenie wiele liczb podzielnych przez 5,

c) nieskonczenie wiele liczb podzielnych przez 6.

W finatowym spotkaniu grato szesciu graczy, kazdy z kazdym. Byto doktadnie 5 re-
miséw i po podliczeniu uzyskanych punktéw wytoniono jednego zwyciezce. Za kazda
wygrang partie zawodnik otrzymywat 5 punktéw, za remis 3 punkty, za$ za przegrana
0 punktéw. Zatem:

a) kazdy z graczy musiat uzyskaé inny wynik punktowy,

b) kazdy z graczy przegrat przynajmniej jedna partie,

c) zwyciezca musiat wygrac przynajmniej dwie partie.
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Punktem statym funkcji f nazywamy taki argument x( nalezacy do dziedziny funkcji,
dla ktérego f(xg) = x¢. Zatem:

a) funkcja dana wzorem f(x) = —2 nie ma punktéw statych,
b) funkcja g(z) = f(f(.r)) dla f(z) = —1 nie ma punktéw statych,

c) dla pewnej wartosci a # 0 funkcja g(x) = f(f(x)) dla f(x) = 2 nie ma punktéw
statych.

Niechn! =1-2-3-...-n, oile n jest liczbg naturalng dodatnia oraz 0! = 1.

Jedli k,n, m sa takimi liczbami naturalnymi dodatnimi, ze k = m + n, to

a) m! jest dzielnikiem liczby &!,

b) £ > nl,

c) k! jest podzielne przez m! - nl.

W trapezie rownoramiennym krotsza podstawa ma dtugosc ramion, a dtuzsza dtugosé

przekatnej. Wéwczas:

a) przekatne tego trapezu musza przecinaé sie pod katem prostym,

b) w trapez ten mozna wpisa¢ okrag,

c) jeden z katéw wewnetrznych tego trapezu ma miare wieksza niz 110°.
Niech [z] oznacza najwiekszg liczbe catkowita nie wieksza od x. Wtedy:

a) istnieje taka niecatkowita liczba a, ze [a] = 2[qa],

b) jedli a jest liczba catkowita nieparzysta, to 2[5 = [a]

c) ] =[x —1]+ 1.

Funkcje f : D — R nazywamy funkcja okresowa o okresie ¢ > 0 wtedy, gdy dla

dowolnego x € D spetnione s3 warunki:
r—teD oraz x+teD

flx—1) = f(x) = flz +1)
Pewna funkcja f jest funkcja okresowa o okresie t. Wéwczas
a) kazda catkowita wielokrotnos¢ liczby t jest okresem funkgji f,
b) jesli t jest rowniez okresem funkcji g danej wzorem g(z) = 2" f(x), gdzien € N
i n > 6, to okresem funkgji f jest kazda z liczb 3, dla k € {2,3,4,5,6,7}

c) wérdéd wszystkich liczb ¢ bedacych okresem funkcji f zawsze mozna wskazac
liczbe najmniejsz3.



