XXVIIT RozkoszeE L.AMANIA GEOWY

konkurs matematyczny dla klas I i II szk6l ponadgimnazjalnych

1. Niech p i q beda zdaniami. W zdaniu:
(x)  (~vp=q= @]9
brakuje spdjnika. Do dyspozycji mamy cztery spdjniki:  V, A, =, <. Wte-
dy:
a) sposréd tych czterech spdjnikdw mozna wybrac i wstawi¢ w miejsce
znaku zapytania taki spdjnkik, ze zdanie (%) bedzie tautologis,

b) sposréd tych czterech spdjnikdw mozna wybrac i wstawié w miejsce
znaku zapytania taki spojnik, ze dla kazdych wartosci zdan p i ¢ zdanie
(%) bedzie zdaniem fatszywym,

c) jedli zdania p i ¢ sa zdaniami fatszywymi, to bez wzgledu na wybér
spdjnika zdanie (x) bedzie zdaniem fatszywym,
2. Liczba catkowita a przy dzieleniu przez k (k € N) daje reszte 3, zas$ liczba
catkowita b przy dzieleniu przez k daje reszte 4. Wowczas jesli k jest liczba:
a) nieparzysta wieksza od 6, to przy dzieleniu ab przez k mozna uzyskaé
reszte 7 lub reszte 13,

b) nieparzysta wieksza od 6, to reszta z dzielenia ab przez k zawsze jest
liczbg nieparzysty,

c) parzysta wieksza od 6, to mozna przy dzieleniu ab przez k otrzymac
reszte bedaca liczba pierwsza.
3. Wiadomo, ze zdanie (p = (~ (p = q))) jest fatszywe. Wtedy:
a) p moze byé zdaniem prawdziwym,
b) ¢ moze by¢ zdaniem prawdziwym,
c) p i ¢ sa zdaniami fatszywymi.
4. O funkcji f : R — R wiadomo, ze jest funkcja nieparzysta. Wéwczas:

a) jesli f jest funkcja rosnaca w R, to jest rosnaca réwniez w R_,
b) jesli f jest funkcja malejaca w R, to w R_ jest funkcja rosnaca,

c) jesli f jest funkcja malejaca w R,, to jest malejaca w catej swojej
dziedzinie.



. Niech a bedzie liczbg rzeczywistg nieujemna. Uktad réwnan:
|z] + |y| = 4
>+’ =a

moze dla pewnej wartosci a mie¢ doktadnie:

a) 2 rozwigzania,

b) 4 rozwiazania,

c) 8 rozwigzan.

. Funkcja f dana jest wzorem  f(z) = ax® + bz + ¢, gdzie a # 0. Jedli dla
pewnego « € R spetniony jest warunek

a) af(a) <0, to f ma przynajmniej jedno miejsce zerowe,

b) af(a) > 0, to f nie ma miejsca zerowego,

c) af(a) <0, to f ma dwa rézne miejsca zerowe.

. Niech hy i hy beda wysokosciami réwnolegtoboku o polu S. Wtedy:

gl 1.2
hi hy~ /S
2 _ NG
hi+hs  hiho
C) h1h2<S

b) <1,

. Funkcja f(z) = 2% — 2% — 22 — 5 przyjmuje najmniejsza warto$é

a)dlaze<0,y >,

b) dla pewnej liczby niewymiernej = € (%,1 > | wartos¢ ta jest liczba
mniejszg niz —6,

c) dla pewnej liczby wymiernej x € (%,1 > i warto$¢ ta jest liczbg mniejsza
niz —6.

. Ze zbioru wierzchotkéw szesScianu wybieramy 3 wierzchotki. Kazda taka

trojka wierzchotkdw wyznacza pewnien tréjkat. Niech r — oznacza ilos¢

otrzymanych w ten sposéb tréjkatéw réwnobocznych, p — ilos¢ tréjkatdw

rownoramiennych nie bedacych tréjkatami rownoboczbymi, zas s — ilos¢

trojkatédw o parami réznych bokach. Wéwczas:

a) r <s<p,

b) r <p

c)s<p
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Niech y > 0. Rozwazmy liczby postaci:
z=tr+,/y dlateR.

a) Jedli y nie jest kwadratem liczby wymiernej, to z musi by¢ liczbg nie-
wymierng,

b) Jesli x jest liczbg wymierna, to z musi by¢ liczba niewymierna,

c) Jedli y jest kwadratem liczby wymiernej, to z musi by¢ liczbg wymierna.

Rzutem prostokatnym czworoscionu na ptaszczyzne moze by¢:

a) pieciokat,

b) trapez,

c) réwnolegtobok.

Liczby naturalne a,b s3 liczbami wzglednie pierwszymi. Wtedy wzglednie

pierwszymi s liczby:

a) ba+3b oraz 8a+ 5b,

b) a+b oraz a®+ ab+ 17

c) 4a +8b oraz a+ 5b.

Jesli dla bokéw a, b, c tréjkata zachodzi nieréwnosé a*+b? > 1¢?, to tréjkat

ten:

a) moze by¢ tréjkatem rozwartokatnym,

b) moze by¢ tréjkatem prostokatnym,

c) musi by¢ tréjkatem ostrokatnym.

W tréjkacie ABC' dwusieczne BP i C'T' przecinaja sie w punkcie O. Wia-

domo, ze punkty A, P, O i T naleza do jednego okregu. Zatem:

a) tréjkat ABC moze by¢ tréjkatem réwnobocznym,

b) kat BAC' ma miare 60°,

c) wierzchotek B moze leze¢ na okregu wyznaczonym przez punkty A, P, T'.

Rozwazmy zbiéor A= {n,n+1,n+2,...,n+29}, n € N.

a) Dla pewnej liczby naturalnej n w zbiorze A moze by¢ doktadnie 12 liczb
pierwszych.

b) Istnieja doktadnie dwie liczby naturalne n, dla ktérych w zbiorze A jest
doktadnie 9 liczb pierwszych.

c) Dla pewnej liczby naturalnej n €< 100,200 > w zbiorze A jest do-
ktadnie 9 liczb pierwszych.



16.

17.

18.

19.

20.

Wartos¢ wyrazenia  cos 20° cos 40° cos 80°

a) jest liczba niewymierna,

b) jest liczba mniejsza niz 0,25,

c) jest liczbg wymierna wieksza niz 0,12.

Niech n bedzie liczbg naturalng wigksza niz 1. Rozwazmy zapis dziesietny

liczby n!. Wéwczas:

a) jesli n = 103, to ostatnig niezerowa cyfra liczby n! w jej zapisie dzie-
sietnym jest 8,

b) dla n = 105 zapis dziesietny liczby n! konczy sie 25 zerami,

c) dla n = 100 zapis dziesietny liczby n! konhczy sie 20 zerami.

Niech f(x) = ax + b. Funkcja g(z) = %

a) dla pewnych wartosci rzeczywistych a, b moze by¢ funkcjg parzysta,

b) dla pewnych wartosci rzeczywistych a, b moze by¢ funkcja nieparzysta,

c) ma zawsze jedno miejsce zerowe.

sinn
n!

Ciag (an)nen 0 wyrazie ogdlnym a,, =
a) nie posiada granicy,
b) jest ograniczony,
c) ma granice skonczona.
Dla dowolnego kata a € (0, 5) prawdziwa jest nieréwnos¢:
a) cos(sina) > sin(cos a),
b) cos(sina) < sin(cos a),
)

c) cos(cos @) > sin(sin ).



XXVIIT RozkoszeE L.AMANIA GEOWY

konkurs matematyczny dla klas I i II szk6l ponadgimnazjalnych

1. Niech p i q beda zdaniami. W zdaniu:
(x)  (~vp=q= @]9
brakuje spdjnika. Do dyspozycji mamy cztery spdjniki:  V, A, =, <. Wte-
dy:
a) sposréd tych czterech spdjnikdw mozna wybrac i wstawi¢ w miejsce
znaku zapytania taki spdjnkik, ze zdanie (%) bedzie tautologis,

b) jesli zdania p i ¢ s3 zdaniami prawdziwymi, to bez wzgledu na wybér
spéjnika zdanie (x) bedzie zdaniem prawdziwym,

c) jesli zdania p i ¢ s3 zdaniami fatszywymi, to bez wzgledu na wybdr
spojnika zdanie (x) bedzie zdaniem fatszywym,

2. Liczba catkowita a przy dzieleniu przez k (k € N) daje reszte 3, zas$ liczba
catkowita b przy dzieleniu przez k daje reszte 4. Wowczas jesli k jest liczba:
a) nieparzysta wieksza od 6, to przy dzieleniu ab przez k mozna uzyskaé

reszte 7 lub reszte 13,

b) nieparzysta wieksza od 6, to reszta z dzielenia ab przez k zawsze jest
liczbg nieparzysty,

c) parzysta wieksza od 6, to mozna przy dzieleniu ab przez k otrzymac
reszte bedaca liczbg pierwsza.
3. Wiadomo, ze zdanie (p = (~ (~ ¢ = p))) jest fatszywe. Wtedy:
a) p moze byé zdaniem prawdziwym,
b) ¢ moze by¢ zdaniem fatszywym,
c) p i q s3 zdaniami prawdziwymi.
4. O funkcji f: R — R wiadomo, ze jest funkcja parzysta. Wéwczas:

a) jesli f jest funkcja rosnacg w R, to w R_ tez jest funkcja rosnaca,
b) jesli f jest funkcja malejaca w R, to w R_ jest funkcja rosnaca,

c) jesli f jest funkcja malejaca w Ry i dla z = 0 przyjmuje warto$¢ 0, to
zbiér wartosci funkcji f zawiera sie w przedziale < 0, +00).



. Niech a bedzie liczbg rzeczywistg nieujemna. Uktad réwnan:
[z = 3|+ [yl =4
>+’ =a

moze dla pewnej wartosci a mie¢ doktadnie:

a) 2 rozwigzania,

b) 3 rozwiazania,

c) 4 rozwigzania.

. Funkcja f dana jest wzorem  f(z) = ax® + bz + ¢, gdzie a # 0. Jedli dla
pewnego « € R spetniony jest warunek

a) af(a) =0, to f ma dokfadnie jedno miejsce zerowe,

b) af(a) > 0, to f nie ma miejsca zerowego,

c) af(a) <0, to f ma dwa rézne miejsca zerowe.

. Niech hy i hy beda wysokosciami réwnolegtoboku o polu S. Wtedy:

gl 1.2
hi hy~ /S
2 _ NG
hi+hs  hiho
C) h1h2<S
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b)

. Funkcja f(z) = 2% — 2% + 22 — 7 przyjmuje najmniejsza warto$¢

a)dlaze(—31>,

b) dla pewnej liczby niewymiernej z €< —1, —% > | wartos$¢ ta jest liczba
mniejszg niz —§,

c) dla pewnej liczby wymiernej z €< —1, —% > i wartos¢ ta jest liczba
mniejszg niz —8.

. Ze zbioru wierzchotkéw szesScianu wybieramy 3 wierzchotki. Kazda taka
trojka wierzchotkdéw wyznacza pewnien tréjkat. Niech r — oznacza ilos¢
otrzymanych w ten sposéb tréjkatéow réwnoboczbych, p — ilos¢ tréjkatdw
rownoramiennych nie bedacych tréjkatami réwnobocznymi, zas s — ilos¢
trojkatédw o parami réznych bokach. Wéwczas:

a) r<s<p,

b) p
c) s
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Niech y > 0. Rozwazmy liczby postaci:
z=tr+,/y dlateR.

a) Jedli y nie jest kwadratem liczby wymiernej, to z musi by¢ liczbg nie-
wymierna,

b) Jesli x jest liczbg wymierna, to z musi by¢ liczba niewymierna,

c) Jedli y jest kwadratem liczby wymiernej, to z musi by¢ liczbg wymierna.

Rzutem prostokatnym czworoscionu na ptaszczyzne moze by¢:

a) kwadrat,

b) trapez,

c) pieciokat.

Liczby naturalne a,b s3 liczbami wzglednie pierwszymi. Wtedy wzglednie

pierwszymi s liczby:

a) 8a+5b oraz 13a + 8b,

b)a—b oraz a—ab+ b

c) 4a+8b oraz 5a + 13b.

Jesli dla bokéw a, b, c tréjkata zachodzi nieréwnosé a*+b? > 1c?, to tréjkat

ten:

a) moze by¢ tréjkatem réwnoramiennym rozwartokatnym,

b) musi by¢ tréjkatem prostokatnym,

c) moze by¢ trdjkatem ostrokatnym o parami réznych bokach.

W tréjkacie ABC' dwusieczne BP i C'T' przecinaja sie w punkcie O. Wia-

domo, ze punkty A, P, O i T naleza do jednego okregu. Zatem:

a) tréjkat ABC moze by¢ tréjkatem réwnobocznym,

b) kat BAC moze mie¢ miare mniejsza niz 60°,

c) wierzchotek C' moze leze¢ na okregu wyznaczonym przez punkty A, P, T'.

Rozwazmy zbiéor A= {n,n+1,n+2,...,n+29}, n € N.

a) Istnieja doktadnie dwie liczby naturalne n, dla ktérych w zbiorze A jest
doktadnie 11 liczb pierwszych.

b) Dla pewnej liczby naturalnej n €< 200,300 > w zbiorze A jest do-
ktadnie 9 liczb pierwszych.

c) Dla pewnej liczby naturalnej n < 23 w zbiorze A moze by¢ doktadnie
12 liczb pierwszych.



16.

17.

18.

19.

20.

Wartos¢ wyrazenia  cos 20° cos 40° cos 80°
a) jest liczba niewymierna,
b) jest liczba mniejsza niz 0,25,
c) jest liczbg wymierna wieksza niz 0,12.
Niech n bedzie liczbg naturalng wigksza niz 1. Rozwazmy zapis dziesietny
liczby n!. Wéwczas:
a) jesli n = 107, to ostatnia niezerowa cyfra liczby n! w jej zapisie dzie-
sietnym jest 4,
b) dla n = 125 zapis dziesietny liczby n! konczy sie 31 zerami,
c) dla n = 200 zapis dziesietny liczby n! konhczy sie 40 zerami.
: : 2—0bf(x)
Niech f(x) = ax + b. Funkcja g(z) = T af@
a) dla pewnych wartosci rzeczywistych a, b moze by¢ funkcjg parzysta,
b) dla pewnych wartosci rzeczywistych a, b moze by¢ funkcja nieparzysta,
c) ma zawsze jedno miejsce zerowe.

cosn
n!

Ciag (ay)nen 0 wyrazie ogdlnym a,, =

a) nie posiada granicy,

b) jest monotoniczny,

c) ma granice bedaca liczba niewymierna.

Dla dowolnego kata a € (0, 5) prawdziwa jest nieréwnos¢:
a) cos(sina)) > sin(cos a),

b) sin(cosa)) < cos(cos a),

c) cos(cos ) > sin(sin ).



XXVIII Rozkosze tamania Gtowy

Katowice, 29 marca 2006

Czesc |

1. Niech A = (A, C) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym i niech Z bedzie dowolnym niepustym
podzbiorem zbioru A. Rozstrzygnaé prawdziwos$¢ nastepujacych zdan:

(A) [ | Jezeli zbi6r ograniczen dolnych zbioru Z jest niepusty, to istnieje kres dolny tego podzbioru.

(B) [ Jezeli zbior ograniczen dolnych zbioru Z jest jednoelementowy, to istnieje kres dolny tego
podzbioru.

(C) [ ] Jezeli zbitr ograniczen goérnych zbioru Z jest skonczony, to istnieje kres gérny tego pod-
zbioru.

(D) [ Jezeli zbior ograniczen gornych zbioru Z jest nieskonczony, to nie istnieje kres gorny tego
podzbioru.

2. Rozstrzygna¢ prawdziwos$¢ nastepujgcych zdan:

(A) [ ] Kazdy skonczony zbior czesciowo uporzadkowany jest krata.
(B) [ | Kazda skoficzona krata ma element najwiekszy.

(C) [ ] Kazda krata ma element najmniejszy.

(D) [ | Kazda krata jest zbiorem liniowo uporzadkowanym.

3. Rozwazmy rodzinge R wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru liczb naturalnych N z relacja C
okreslong dla dowolnych X, Y nalezacych do R nastepujaco:

XLCY <= dladowolnego z € N jezelix €Y, toz ¢ X.

Niech A = (R,C). Wowczas

(A) L] 4 jest krata rozdzielng.

(B) L] 4 jest krata, ale nie jest kratg rozdzielng.

(C) L] A jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym, ale nie jest krata.
(D) [ ] Anie jest zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym.



4. Rozstrzygnac¢ prawdziwosé¢ nastepujacych zdan:

(A) [ ] Kazda krata zawiera, jako swoja podkrate, pewna krate rozdzielng.
(B
(
(

) [ | Kazda krata rozdzielna ma element najwiekszy i najmniejszy.
C) [ ] Kazdy zbiér liniowo uporzadkowany jest kratg rozdzielna.
)

D) [ ] Kazda krata o co najwyzej czterech elementach jest krata rozdzielna.

5. Dane sg diagramy zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych A i B:

(] O
o / () \ o @) / \ O
o / O >< (o] / \ @) @) X O
\ @) >< (] \ o / O O
\ | / \ O /
A B
(A) [ 1 AiB sakratami.
(B) [ ] Tylko B jest krata.
(C) [ ] Tylko A jest krata.
(D) [ | Ani A ani B nie jest krata.

6. Przypominamy, ze kraty L5 i L4 reprezentowane sa przez nastepujace diagramy.

@) @)

o O (@)
O
\ !
(@]
c
Ls ‘



Dane sg kraty K i M:

Zaznaczy¢ zdania prawdziwe.

(A) [ ] K zawiera £5 jako swoja podkrate.
(B) [ ] M zawiera 5 jako swoja podkrate.
(C) [ ] K zawiera £g jako swoja podkrate.
(D) [ ] M zawiera Lg jako swoja podkrate.

7. Dana jest krata

XX
ax /d
0

Woéwcezas,

A) L] @r@v)ve=a

(B) [ ] (an(dV f)Ve=aVe

© L) (@rn@vive=r

D) L] (an@vf)ve=avd



8. Krata K zadana jest za pomoca nastepujacych tabel:

ol | ol >
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Ktoére z ponizszych zwiazkéw zachodza w kracie K7

(A) L] anb=anc
B) L] (avb)ac=(@nb)ve
© L] an@ve=0
M) L] avve=1

Czesc

1. Udowodnié, ze zbidr liczb naturalnych dodatnich z relacja podzielnosci jest krata. Zbadac, czy jest
to krata rozdzielna.

2. Poda¢ przyktady
(A) kraty bez elementu najmniejszego, ale z elementem najwiekszym;
(B) kraty rozdzielnej bez elementu najmniejszego i najwiekszego.

Uzasadni¢ poprawnosé¢ swojego wyboru.



