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XXVII RozkoszZE LAMANIA GLOWY

konkurs matematyczny dla klas I i II szk6l ponadgimnazjalnych

1. W tréjkat réwnoramienny wpisano kwadrat w ten sposéb, ze dwa jego wierzchotki
lezg na podstawie tego trdjkata, a pozostate dwa na jego bokach. Srodki ciezkosci
kwadratu i tréjkata pokrywajq sie. Zatem
a) stosunek dtugosci podstawy trdjkata do dtugosci boku kwadratu jest dwukrotnie

wiekszy od stosunku pola tego tréjkata do pola kwadratu,

b) stosunek wysokosci trdjkata opuszczonej na podstawe do boku kwadratu jest
réwny stosunkowi pola tego tréjkata do pola kwadratu,

c) pole tréjkata jest co najmniej dwukrotnie wieksze od pola kwadratu.
2. Danych jest n liczb catkowitych aq, as, . . ., a,. Ustawiajac je w innej kolejnosci otrzy-
mujemy liczby by, bs, . .., b,. Rozwazmy liczbe
K= (al—bl)-(az—bz)-...-(an—bn)
a) Dla pewnej parzystej wartosci n liczba K moze by¢ liczba nieparzysta.
b) Jedli n jest liczba nieparzysta, to K jest liczba parzysta.
c) Dla pewnej liczby parzystej n liczba K moze by¢ liczba parzysta.

3. Funkcje f: R — R i g:R — R s3 funkcjami nieparzystymi.
Rozwazmy cztery funkcje:
hz) = f(z) +g(z), k(z)=f(z)—g(z), r(z)=f(2)-g(z), p(z)="12
a) Wsrdd rozwazanych funkcji przynajmniej dwie sa funkcjami parzystymi.
b) Mozna podaé przyktad takich funkcji f i g, ze doktadnie jedna z rozwazanych
funkcji jest funkcja parzysta.
c) Funkcja w(z) = k(z) - r(z) musi by¢ funkcja nieparzysta.
4. Rozwazmy zbiér A = {(z,y) : z € R,y € R,max(z,y) > 1}, gdzie max(z,y)
oznacza nie mniejszg z liczb z,y. Wéwczas:
a) zaden punkt z Il éwiartki uktadu wspdtrzednych nie nalezy do zbioru A,
b) w zbiorze A znajdziemy punkty, ktérych wspdtrzedne spetniajg nieréwnosé
20 -3y +1<0,
c) wszystkie punkty, ktérych wspétrzedne spetniaja nieréwnos¢
—(z—3)2+1<0
nalezg do zbioru A.
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. Wiadomo, ze liczba rzeczywista z =

[z +y
y— 1z

‘ jest liczbg wymierna (y # ‘1—|:1:|‘)

Wynika stad, ze
a) przynajmniej jedna z liczb z, y jest liczba wymierna,
b) liczba z jest zawsze liczba wigksza od /2,

c) dla pewnych z,y liczba z jest parzysta liczbg pierwsza.

. W trapezie réwnoramiennym krétsza podstawa ma dtugos¢ ramion, a dtuzsza dtugosc¢

przekatnej. Wéwczas:

a) w trapez ten mozna wpisac okrag,
b) przekatne tego trapezu moga przecinac sie pod katem prostym,
c) jeden z katéw wewnetrznych tego trapezu ma miare mniejsza niz 70°
Dane jest réwnanie z niewiadomymi z, y
4+ 622y + 1002 + 4y +4=0.
a) Réwnanie to nie posiada rozwigzan w zbiorze liczb catkowitych.
b) Réwnanie to ma doktadnie dwie pary rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych.

c) Jedynym z rozwigzan réwnania jest para liczb niewymiernych.

. Szesciokat foremny chcemy podzieli¢ na n przystajacych trapezéw réwnoramiennych.

Taki podziat jest mozliwy, jesli

a) n =24,

b) n jest dowolna wieloktotnoscia liczby 4,

c) n = 16134

Funkcja y = f(z), gdzie z, f(z) € R, jest dowolna funkcja réznowartosciowa.
a) Funkcja y = \/m moze by¢ funkcja réznowartosciowa.

b) Funkcja y = |f(z)| nigdy nie jest funkcja réznowartoSciows.

c) Funkcja y = 7/(®) moze nie by¢ funkcja réznowartosciowa.

Szukamy takich liczb naturalnych n, aby liczba 1! + 2! + ... + n! byta kwadratem
liczby naturalnej.

a) Dla n < 100 istnieja przynajmniej trzy liczby n spetniajace warunki zadania.

b) WSérdd szukanych n istnieje doktadnie jedna liczba parzysta spetniajaca warunki
zadania.

c) Istnieja doktadnie dwie liczby naturalne spetniajace warunki zadania.
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Rysujemy na ptaszczyznie n réznych prostych.
a) Jedli n = 8, to ptaszczyzna mogta zostac podzielona na 37 czesci.
b) Jesli ptaszczyzna zostata podzielona na 16 czesci, to n mogto byé réwne 5.
c) Dla dowolnej nieparzystej wartosci n ptaszczyzna mogta zosta¢ podzielona na
parzysta liczbe czesci.
Dana jest suma
o= 22| + B8] + .+ 25|, neN,
gdzie [a] oznacza najwiekszg liczbe catkowity nieprzekraczajaca liczby a.
a) Istnieje takie n € (1000, 2000), ze S,, = 1000.
b) Jesli n jest liczba nieparzysta, to S, tez jest liczbg nieparzysta.
c) Sip34 < 1534.

Dana jest funkcja f(z) = Zatem:

e
) F(£(£C-(£33) ) ) =

b) f(f(f(. ..(f(5555)) . ))) = 5555,

v

5555

o) f(f(f(...(f(321))...)>> 123

123

W finatowym spotkaniu grato szeSciu graczy, kazdy z kazdym. Byto doktadnie 5 re-

miséw i po podliczeniu uzyskanych punktéw wytoniono jednego zwyciezce. Za kazda

wygrang partie zawodnik otrzymywat 5 punktéw, za remis 3 punkty, zas za przegrana

0 punktéw. Zatem:

a) zwyciezca musiat wygra¢ przynajmniej dwie partie,

b) kazdy z graczy wygrat przynajmniej jedna partie,

c) przynajmniej dwéch graczy musiato uzyskac taki sam wynik punktowy.

Sposrdd liczb 3,4, 5,...,899,900 losujemy n liczb.

a) Jesli suma zadnych dwdch z nich nie dzieli si¢ przez trzy, to n musi by¢ liczba
mniejsza niz 300.

b) Jesli suma zadnych dwdch z nich nie dzieli si¢ przez pigé, to n moze byc¢ liczba
wieksza niz 360.

c) Jesli suma zadnych trzech z nich nie dzieli sie przez trzy, to n < 4.



16. Liczby r1, 79, ..., 7, s3 wszystkimi réznymi pierwiastkami wielomianu W'.
a) Wielomian Q(z) = W (az + b) moze mie¢ wiecej niz n réznych pierwiastkéw.
b) Wielomian P(z) = W (—xz) moze mie¢ dokfadnie trzy takie same pierwiastki jak
wielomian W.
c) Funkcja f(z) = W (y/x) moze mie¢ doktadnie § réznych miejsc zerowych.
17. Dana jest pewna funkcja f : R — R. Ciag (an)nen okreslony jest przez warunek
an+1 = f(ay), a ponadto a; > f(a1). Wowczas:
a) jesli f jest funkcja Scisle rosnaca, to (a,)nen jest ciagiem $cisle malejacym,
b) jesli f jest funkcja Sci$le malejaca, to (a,)nen jest ciagiem SciSle rosnacym,
c) jesli f jest funkcja ograniczong, to (ay)nen jest ciggiem ograniczonym.
18. Niech x, oznacza mniejszy, a y,, wiekszy pierwiastek réwnania
ne? —3nz+2=0, neN.
Wiedy:
a) choc jeden z ciaggdw (z,,)nen, (Yn)nen jest rozbiezny do nieskonczonosci,
b) choc¢ jeden z ciagdw (z,)nen, (Yn)nen jest zbiezny do zera,
c) cho¢ jeden z ciggdw (z,,)nen, (Yn)nen Nie ma granicy.
19. Kazda z dwéch funkcji kwadratowych
filz) =az’ + bz + ¢ fo(z) = ayx® + baz + ¢
ma dwa miejsca zerowe.
Definiujemy funkcje f wzorem f(z) = fi(z) + fo(z). Wowczas:
a) funkcja f ma nie wiecej niz dwa miejsca zerowe,
b) funkcja f moze nie mie¢ miejsc zerowych,
c) dla kazdego t €< 0,1 >, funkcja g(z) = tfi(z) + (1 — t) fo(x) ma doktadnie
dwa rézne miejsca zerowe.

20. Zdaniem prawdziwym jest zdanie:

a) Liczba 2 — /2 jest pierwiastkiem pewnego wielomianu trzeciego stopnia o wspét-
czynnikach catkowitych.

b) Kazda liczba postaci va + v/b, gdzie a,b € N, jest pierwiastkiem pewnego wie-
lomianu o wspétczynnikach catkowitych i wspétczynniku przy najwyzszej potedze
réwnym 1.

c) Kazda liczba postaci va + /b, gdzie a,b € N, jest pierwiastkiem pewnego wie-
lomianu stopnia co najwyzej n? o wspétczynnikach catkowitych.



